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بسم اللہ الرحمن الرحيم 


مقدمه 


الحمد لله رب العا ین والصلاة والسلام على رسوله الامين وعلى آله 
وصحبه ومن تبعهم الى يوم الدين. 


أما بعد 


فهذا الكتاب في التفاضل والتكامل ليس الاول من نوعه فقد نشر كتب كثيرة في هذا الوضوع 
ولكن كل كتاب من هذه الكتب يعرض مادة أو مجموعة مواضيع يرى أنها مناسبة لغرض معينء وهذا 
الكتاب يعرض مادة مبسطة وسلسلة في موضوع التفاضل والتكامل تعرض مادة الفصل الأول لطلاب 
الكليات العلمية في الجامعات وكليات المجتمع لذا ارتأيت أن أسميه أساسيات التفاضل والتكامل فهو 
يعرض في وحدته الأولى موضوع الاقترانات dis‏ من ضمنها بعض التعريفات في الاعداد الحقيقية مثل 
الفترات وا متباینات وخط الاعداد والاقتران وانواعه وبعض انواع الاقترانات الحقيقية والاقترانات المثلثية. أما 
الوحدة الثانية فهي تعرض بعض ال موضوعات Š‏ النهايات والاتصال كمفهوم النهايات وقواعد النهايات 
ونهايات الاقترانات ا ثلثیة والاتصالء والوحدة الثالثة نشرح فيها التفاضل كتعريف الممشتقة وقواعد 
الاشتقاق واشتقاق الاقترانات امثلثية وقانون السلسلة والاشتقاق الضمنيء والرابعة تحوي تطبيقات 
التفاضل مثل المعدلات اطرتبطة بالزمن والتزايد والتناقص والقيم القصوى والتقعر ورسم المنحنيات 
وتطبيقات القيم 


القصوی. أما الخامسة والسادسة فهى تتعرض للتكامل وتطبيقات Jie‏ التكامل غير املحدود والتكامل 
المحدود وقواعد التكامل وتكامل الاقترانات المثلثية وتطبيقات التكامل کا مساحات والحجوم بعده طرق 
وطول المنحنى البياني. 

وأخيراً وليس آخراً أشكر كل من ساهم في إخراج هذا الكتاب واخص بالشكر دار وائل للنشر 
ممثلة في صاحبها وائل ابو غربية» واتمنى على زملائی المدرسين وابنائی АЫЛ‏ أن لا يبخلوا علي بأي 
ملاحظات أو إقتراحات لأخذها بعين الاعتبار في الطبعات القادمة ان شاء الله. 
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الوحدة الأولى 
الاقترانات 


Functions 
Real Numbers الاعداد الحقيقية:‎ 
à الاعداد النسبية الاعداد الصحيحة والاعه ده الكسر.‎ 


بينما الاعداد غير النسبية تمثل عادة جذور الاعداد التي ليست مربع كامل 
مثل 5/ہ,2,/3 ہ .... الخ وايضا من الامثلة عليها 419 sin‏ وتمثل الاعداد الحقيقية بخط الاعداد وهو 


عبارة عن خط مستقيم منتصفه هثل الرقم صفر على ين الصفر الاعداد الموجبة وعلى يساره الاعداد 
السالبة هكذا 


- + 


الاعداد الموجبة الاعداد السالبة 


Intervals الفترات:‎ 


تعرف الفترات على انها مجموعات جزئية من الاعداد الحقيقية وهناك ثلاثة انواع من الفترات 
هي: لي عددين حقيقيين أب فإن: 
-Í‏ الفترة اطفتوحة Open interval‏ 
(a, b) = Íx eR:a«x«b]‏ 
ب- الفترة نصف المفتوحة أو نصف المغلقة Half closed interval‏ 
(a, b] = xeR:a«xxb]‏ 
ج- )554 المغلقة Closed interval‏ 
[ab] = IxeR:a<x<b)‏ 
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وتمثل الفترات على خط الاعداد على أنها جزء منه بالشكل التالي: 
الفترة المفتوحة 


الفترة اطغلقة 


Inequalities المتباینات:‎ 


المتباينة هي أي عبارتين جبريتين يربط بينهما احدى ادوات الربط التالية )>( اقل من )<( اكبر 
من ء (<) أقل من أو يساوي )<( اكبر من أو يساوي ومن الامثلة على المتباينات: 


3 > 1+ع -2 
 x'42x452 0‏ -3 
تسمى قيم × التي تجعل المتباينة صحيحة حلا للمتباينة ومجموعة قيم x‏ التي تحقق التباينة تسمى 
مجموعة الحل 
مثال: 
جد مجموعة الحل لكل من المتباينات التالية: 
1 +2 < 37-2 -1 


2- x -5x2 -6 
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3- x ې‎ + 2x < 0 


2-1 
,Xz-1‏ 0 > -4 
x+1‏ 
الحل: 
مجموعة الحل لأي متباينة تكون مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية 
3x-2>x+1‏ -1 
نضيف للطرفين + 2 
3x>x+3‏ 
3x-x>3‏ 
2x>3‏ 
نقسم الطرفين على 2 
X» —‏ 


7 0553 مجموعة الحل هي الفترة المفتوحة 36( 


,. x^-5x2-6 
6 + نضيف للطرفين‎ 


х? -5x+ 6>0‏ 
نحلل العبارة التربيعية 


(x -3(x-2)20 


الجذرين ونفس إشارة х?‏ خارج الجذرين 


15 


3- 


+ تکون مجموعة Jal‏ هي )3.00( U‏ [2ء 00- ( 


X بې‎ +2x <0 


نأخذ x‏ عامل مشترك 
x(x + 3x + 2)< 0‏ 
نحلل العبارة التربيعية داخل القوس 
x(x + 2( +1) > 0‏ 
فتكون جذور الاقتران هي )10-12 
نحدد اشارة الاقتران على خط الاعداد 


1 تكون مجموعة الحل للمتباينة هي ]2- U (-oo‏ ]0 1-] 


2x -1 
x41 


«0 


في الاقترانات النسبية نحدد اشارة البسط واشارة المقام على خط الاعداد ثم نقسم الاشارات 
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2х-1<0=х<5 البسط‎ 


1 
2 
x+1<0— x<-1 المقام‎ 


تكون مجموعة الحل للمتباينة هي الفترة ا مفتوحة sies‏ 
ا مستوى الديكارتي: Cartesian Plane‏ 


يعرف المستوى الديكارتي على أنه حاصل الضرب الديكارق لمجموعة الاعداد الحقيقية R‏ في 
مجموعة الاعداد R‏ أي R x R‏ وهثل Gu‏ على شكل محورين افقي ويسمى محور < وعمودي ويسمى 


محور y‏ 
واي نقطة في الستوی تمثل بالزوج امرتب ( (xay‏ حيث تمثل x‏ بعد النقطة عن محور y‏ و« بعد النقطة 
عن محور X‏ 
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فمثلا النقطة )3--2( تبعد من محور y‏ السالب وحدتين وتبعد عن محور × ثلاث وحدات 


والخط المستقيم + جه = و هثل Š‏ الستوی مجموعة النقاط (xy)‏ والتي تحقق معادلة الخط. 


فمثاً الفط المستقيم 1 - 2x‏ = رهشل مجموعة النقاط (хуу)‏ حيث 


2-1 = ر ويكون شكله Š‏ امستوى البياني بالشكل التالي: 
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ا مسافة بین نقطتين: Distance between tow points‏ 
تعرف المسافة d‏ بين النقطتين (x, , у,) « (x, уу)‏ بالقاعدة التالية: 


d= (x, =x) +(у, - y; 


مثال: 
جد المسافة بین النقطتين )4- , 2( )1,3( 
الحل: 
نطبق القانون 
d-4(-2) -«(3-(-4)y -449-1-4/50 ud.‏ 
مثال: 
اذا كانت المسافة بين النقطتين m)‏ ,4-( , (2 ,0( هي 5 وحدات فجد قيمة m‏ 
الحل: 
نطبق قانون المسافة 
EO) 25‏ )4-(-4-4(0 
بتربيع الطرفين 5= -416-(2-ш)‏ 
-»16-(2-ш)-25‏ 
9= ص -2 > 
..2-m= 3‏ 
т = -1, 5‏ — 


الدائرة: Circle‏ 
تعرف الدائرة على انها امحل الهندسي لمجموعة النقاط (x, у)‏ في المستوى البياني والتي تبعد 
مسافة ثابتة ) (r‏ عن نقطة معينة (m)‏ تسمى مركز الدائرة وتكون معادلة الدائرة التي احداثيات مركزها 

(a,b)‏ هي 
(x- a) + (y - b) = г‏ 


х? - 2ax + a^ وب‎ - Љу + b° = r° وبفك الاقواس تكون ال معادلة‎ 
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وبتجميع الحدود تكون معادلة الدائرة الأساسية: 


x +y -2ax-2by+c=0 ,c=a ناب‎ -r 
مثال:‎ 
(2) جد معادلة الدائرة التي مركزها )1 , 0) ونصف قطرها‎ 
الحل:‎ 
نعوض في الشكل الأساسي للمعادلة‎ 
X + ۷ - (2) (0) (х) - (2) (1) (у) + C =0 
C- )0 + (1)? - Qy = -3 حيث‎ 


۰ تكون معادلة الدائرة هي: 
x +y -2y-3-0‏ 
مثال: 
جد ال مركز ونصف القطر للدائرة 0= 7 + x +y 44x - Ay‏ 
الحل: 
43336 هذه المعادلة بالمعادلة الأساسية نرى أن 
2 دوج 4 = 24 - 
5-2 ج 4 = -2b‏ 
.". مركز الدائرة هو )2,2-( 
ولایجاد نصف القطر نعوض Š‏ المعادلة C=a +b -r‏ 
Qy -r‏ + *(2-) = 7 
7=4+4-г‏ 
r=8-7=1>r=1‏ 


سؤال: JSU‏ حذفت القيمة السالبة هنا. 
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مفهوم الاقتران: Function‏ 

يعتبر الاقتران من اطفاهيم الاساسية في الرياضيات ويعتمد تعريف الاقتران على العلاقات حيث 
تعتبر العلاقة جزء من حاصل الضرب الديكارتي لمجموعتين أي رابطة تربط بين مجموعتين فمثلاً اذا ربطنا 
بين مجموعتين الا وی ترمز الى مجموعة من الکتب والثانية الى مجموعة جزئية من الاعداد الطبيعية 
بحيث تربط كل كتاب مع عدد صفحاته فاننا نطلق على هذه الرابطة اقتران ونرى هنا أن كل كتاب يرتبط 
بعدد صفحات وحيد فلا هکن ان يكون للكتاب عددين من الصفحات وكل كتاب له عدد صفحات فلا 
يمكن أن يكون كتاب بدون عدد صفحات. 
تعريف: 

الاقتران هو علاقة من ا مجموعة A‏ الى ال مجموعة B‏ بحيث کل А Š paie‏ پرتبط بعنصر۔ واحد 
فقط من B‏ ويرمز له بالرمز f‏ أي 

f:A— B 

وتکون f pols‏ عبارة عن أزواج ХА (x, y öp‏ €« 
y B‏ € ويرمز للمتغير у‏ بالرمز f(x)‏ صورة المتغير x‏ تحت الاقتران "f‏ واذا كانت ؟ (xy), (х,у)‏ € 
فيجب أن يكون ولا = رلا 


(Co Domain) المجال المقابل‎ B والمجموعة‎ (Domain) الاقتران‎ Ја А تسمى المجموعة‎ 


ومجموعة الصور من المجال المقابل تسمى المدی (Rang)‏ اذا كان f: А A‏ فنقول أن f‏ اقتران على 
المجموعة А‏ 


مثال: 
اذا كانت )10 А = 41, 3, 5,7,9}, В= (x N:x‏ 
فأي من العلاقات التالية تمثل اقتران من A Азаа‏ إلى ا مجموعة B‏ 
f= (1,1), (3,1), (5,1), (7,1), (9,1)}‏ -1 
{(х,у):у= x]‏ ۶ -2 
у):у=х+1)‏ 6( { = -3 
у) :у=х- 2)‏ 6( { <؟ 4 


5- f={(1,1), (3, 3), (5, 5), (7,7), (1, 2), (9, 10) 
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الحل: 
1- اقتران حيث كل عنصر في А‏ يرتبط بعنصر واحد فقط في B‏ 
f -2‏ لیس اقتران لان A)‏ € 5( لکن B‏ € 25 = ”5 

.. )5( ليس له صورة في 8 
f -3‏ اقتران حيث كل عنصر في 4 له صورة واحدة فقط في B‏ 
4- ليس اقتران حيث f )1( = -1 ÉB‏ 


5- ليس اقتران لان العنصر (1) له صورتين في ا مجموعة В‏ هما )2( )1( 


مثال: 
جد مدى كل من الاقترانات التالية: 
R , f(x) = x‏ ج f:R‏ 1 
f.I— I, f(x) = |x|‏ -2 
fN R, f(x) = х"‏ .3 
الحل: 


{0} UR = المدى‎ -1 
N = اطدی‎ 2 


3- اطلدی = ]0,1( 


: مثال‎ 
فجد‎ f(x)- E بحيث‎ f: R— R اذا كان‎ 
x^ +2 
f (1), f(-2) , 83) 
الحل:‎ 
2 1 _1 
Eco E. 
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لا ےک یی 
6 2+2-( 

DRE NM: 
(3 +2 11 


أنواع الاقترانات: 


1- اقتران واحد لواحد: One-to-one function‏ 


X, بحيث‎ X, x, € A واحد لواحد اذا كان‎ B الى ال مجموعة‎ A من المجموعة‎ f يكون الاقتران‎ 
او اذا كانتت‎ B Š f (x) = fx) فان‎ x, 
x, = x, فان‎ f(x ) = f(x.) 


مثال: 


أي من الاقترانات التالية وا معرفة على R‏ بمثل اقتران واحد لواحد 


l- f(x) = 32-5 
2- f(x) = х? 
3- 


f(x) = x 
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f(x) = |X| 


1- f (xj) = f(x,) — 3x, -5 = 3x, -5 


= x, = x, 
الاقتران واحد لواحد‎ ۰ 
x, = 2,x, = -2 
>x 7 x, 
f(x) = (2) = 4 


f(x) = C2) = 4 
> f(x) = f (X) 
ليس واحد لواحد‎ ٠. 
3- f(x) = f(x) > x? =x; 
— x, = x, 


f 2.‏ اقتران واحد لواحد 
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4- x, = 1, x, = -1 — x, # x, 
f(x) = |1| =1 
f(x) = |-1| =1 


> f(x,) = f(x) 


l- f(x) =4x + 1 
2- f (x) = x° - Ax? 


1 
3- f(x) = — 
x 


l- ЁК К, х) =ax + b 


٠.‏ ليس واحد لواحد 


2- الاقتران الشامل: onto‏ 


يكون الاقتران شامل اذا كان المدى = المجال المقابل 


مثال: 
أي من الاقترانات التالیة والمعرفة على R‏ إقتران شامل 
الحل: 


f(x) -1‏ اقتران شامل. 
2- ليس شامل وذلك لأن المدى = (0) انا R*‏ 
3- ليس شامل لأن R/ )0( = АЫ‏ 


3- اقتران التناظر : bijective‏ 
يكون الاقتران تناظر أذا كان شامل وواحد لواحد 
مثال: 


أي من الاقترانات التالية تناظر 
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3- £R К, f(x) = |x| 


1 
4- ERR ,f()- — 
X 


الحل: 


f(x) -1‏ اقتران خطي لذلك فهو واحد لواحد وشامل 
.. فهو تناظر 

2- نلاحظ من المخطط السهمي للاقتران ان الاقتران واحد لواحد وشامل 
.. فهو تناظر 

3- لاحظنا سابقاً انه ليس واحد لواحد ولكنه شامل. 
.. فهو ليس تناظر 

f(x) -4‏ واحد لواحد ولكنه ليس شامل 


-. فهو لیس تناظر 


ترکیب الاقترانات: Composition of functions‏ 
اذا كان f‏ اقتران معرف من ھ الى 8 وكان h‏ اقتران اخر معرف من B‏ الى © فان ترکیب الاقترانين 
ط بعد f‏ من A‏ الى C‏ أي 
f: A — B,h: B 2 С 3 (hof: А ә С‏ 
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x€A > f(x) E B> h(f(x)) © С. اذا كانت‎ 
`. (hof) (x) = h (f(x)) 


مثال: 
اذا كان hiR—R f.R—R‏ 
f (x) = 3X + 7, h(x) =X° -1‏ 
جد (h o f) (x)‏ -1 
(f o h) (x)‏ -2 
الحل: 


l- (hof (x) = h (fG)) = h (3x + 7) 
= (3x + 7) -1 


= 9X! + 42X + 48 


2- (foh) (х) = f (h(%)) = f(x°-1) 


=3 )% -1( +7 
= 3X7 +4 
(f o h) (x) = (h o f) (x) سؤال: هل‎ 
: مثال‎ 
1 ۲ 
EREK اذا كانت سے و ری ب‎ 


х-1 
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el 0 f) (3) 


2- (foh) (4) 


ов G)=h اه«‎ L| =2 9р Pian 
0 = = ms = E 
4 4 ۷4 2 2 


2- Ы) = 2)4) -4/4 2842-10 


1 


— (f o h) (4) = f(h(4)) = f(10) = = 
H 10+1 11 


Inverse function الاقتران المعكوس:‎ 


اذا کان f: A — B‏ إقتران واحد لواحد وكان h : B— A‏ اقتران واحد لواحد بحيث اذا كانت × 


h(fx) =х ې‎ fx) € B فان‎ € A 


فان h‏ يكون الاقتران المعكوس للاقتران f‏ ويرمز له بالرمز Г‏ 
ЛЕ) = x = K£'(x))‏ 


مثال: 


اذا كان f RR‏ بحيث 
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1- f'(x 


2- 310 


الحل: 
f(f'(x)) = x‏ -1 
f (9‏ 
2 
3-27 - ()1 + = 
—f'(x)- 2x +3‏ 
f" )-1( 22-0 + 3 >1‏ -2 
مثال: 
اذا كان f(x) = x° -2 f£ R? 9R"‏ فجد f'(x)‏ 
الحل: 


نرى هنا أن f‏ معرف على مجموعة الاعداد الحقيقية املوجبة وهذا يجعله ]0158 واحد لواحد 
ff'(x) = x‏ 
(f'()y-2-x‏ = 
(f'(x))=x+2‏ >= 


>f" هم‎ - + /x+2 


ولكننا نستثنى القيمة السالبة کون الاقتران معرف على مجموعة الاعداد الحقيقية ا موجبة وبالتالي فإن: 


ЁЛ (х) = کله‎ +2 
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الاقترانات الحقيقية وتمثيلها بيانياً Real functions‏ 


الاقتران الحقيقي هو الاقتران المعرف من مجموعة الاعداد الحقيقية الى مجموعة الاعداد 
الحقيقية. أي ۸ ج ۸ f:‏ 


إقتران كثير الحدود: Polynomial functions‏ 


الاقتران على الصورة 
u Sk ax+a‏ سس f(x) = a, x" + a.‏ 
يسمى اقتران كثير حدود حيث : n‏ عدد طبيعي 
٦و‏ يي أعداد حقيقية وتسمى معاملات كثير الحدود 
وامقدار a, x‏ يسمى Аж‏ من حدود كثير الحدود. 


وتكون درجة كثير الحدود بقيمة أعلى أس ل Š (х)‏ الاقتران 


مثال: 
ما هي درجة كل من الاقترانات كثيرة الحدود التالية: 
f(x) - 3‏ -1 
f(x) = Зх - 4‏ -2 
f(x) = x = x+1‏ -3 
f(x) = х? +x +57‏ -4 
الحل: 


1- الدرجة الصفرية ويسمى أيضاً اقتران ثابت. 
2- الدرجة الاولى ويسمى ايضا اقتران خطي. 
3- الدرجة الثانية أو إقتران تربيعي. 


4- الدرجة السابعة. 
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العمليات الحسابية على كثيرات الحدود: 


1- الجمع والطرح: 


يتم gaz‏ (طرح) كثيري حدود بجمع معاملات المتغيرات المتشابه الأسس 


مثال: جد ناتج ما ياي: 
4x + 3)‏ - ٹیوٹ + (6 + (3х? - 4x‏ 
(6x? + Зх? - Ax + 5) -(3х + x° - 2x! - Ax + 7)‏ 
الحل: 
(3x! - 4x! + 6) + (x - 2x! - Ax + 3) = x° + x° - Ax? —4x + 9‏ 
—2X2>-4x+7) = 3х”-х 43x 42x -2‏ ٹرہٹرو) - )5+ (6xX`+3x`-4x‏ 
2- الضرب: 


يتم ضرب كثيري حدود h(x) £(x)‏ بضرب کل حد من حدود f(x)‏ بكافة h (х) зал»‏ . 
مثال: 


(f. h) (х) فجد‎ h(x) = (х2+2х-1) وكان‎ f(x) = 3× - 5x+4 اذا كان‎ 


(f. h) (х) = (3x? - 5x + 4) (х + 2x - 1) 


= 3x + бх? - Зх? - 5x? - 10x + 5х Ax? +8x-4 


= 3 رې‎ -9x + 13x-4 
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3- القسمة: 
يتم قسمة كثيري حدود اما باستخدام خوارزمية القسمة الطويلة أو باستخدام نظرية الباقي 
مثال: 
h(x) = x” - 4 f(x) = x° - 3x + 5‏ 


f(x) + h(x)‏ باستخدام خوارزمية القسمة الطويلة 


الحل: 
X +1‏ 
Xx 45‏ 4 - 26 
x tax!‏ 
2+5 
م 
9 
يكون ناتج القسمة 1 + x°‏ 
وباقي القسمة 9 
مثال: 


اذا كان f(x) = x! - 2x! + 2x - 6, h(x) = х+2‏ 
فجد نانچ القسمة باستخدام نظرية الباقي 


الحل: 
عند قسمة f(x)‏ على h(x) = x-a‏ فان باقي القسمة یکون Қа)‏ وعلیه فان باقي قسمة f(x)‏ على 
h(x)‏ هو )6-2 . 


f(-2) = C2)! -3 )2( + 2(-2) - 6 


= 16 + 24 - 4-6 = 0 
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ويكون 30 + f(x) = k (x) h(x)‏ حيث k(x)‏ ناتج القسمة 
درجة k(x)‏ = درجة f(x)‏ - درجة h(x)‏ 
3-1-4-k(x‏ 
k(x) ۰‏ سيكون اقتران كثير حدود من الدرجة الثالثة 
k(x) -ах + bx° + cx + d‏ 
ولايجاد k(x)‏ نجد قيم a,b,c, d‏ من العلاقة 


f(x) = k(x) . h(x) + 30 


x^ Зх? + 2x - 6 = (ах + bx + cx + d) . (x + 2) +30 


= ax ° + (b + 2a) x° + (c + 2b) x° + (d + 20 x + (24430) 


ومن تساوي الاقترانات يكون 
a=1‏ 


b + 2а = -3 


=> b + (2) (1) = -3 


ъ= - 5 


۰+ 290 = 0 c= 10 


а + 2с= 2 
=>> + 20-2 


-»4--18 


ناتج قسمة f(x)‏ على h(x)‏ وهو k(x)‏ حيث 


k(x) = x? - 5х? + 10x - 8 
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تمثيل كثيرات الحدود بيانياً: 


يتم تمثل كثيرات الحدود بيانياً باخذ قيم للمتغیر x‏ وايجاد ما يقابلها من قيم y = f(x)‏ واخذ 


مثال : 
مثل الاقتران 2 + :3 - = f(x)‏ بيانياً 
الحل: 
نأخذ قيم x J‏ ونجد منها y‏ كما في الجدول التالی: 
x -3 -2 -1 0 1 2 3 4‏ 
f(x) 20 12 6 2 0 0 2 6‏ 


نلاحظ من الجدول أن الاقتران يقطع محور الصادات عند النقطة )2.0( وبالتالي يكون رسم الاقتران هو 
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مثال : 


مثل الاقتران 3 + f(x) = x! - Ax‏ بيانياً 


f(x) -12 3 6 3 0 3 18 


يقطع محور y‏ عند النقطة )03( ويقطع محور x‏ عند النقطة )10( وفي الفترة 
)3 2-( 
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الاقتران النسبي: 
الاقتران النسبي هو اقتران مكون من كثيري حدود على شكل بسط ومقام. 


على الصورة 
guis‏ حدود زع (х),‏ ,دومز ,800 ко-‏ 
h(x) i‏ 
مثال: 


ما هو مجال كل من الاقترانات النسبية التالية: 


Tad 
js 408 x41 
کھت د‎ 

2-1 

2х – З 

3- х) = 


الحل: 
1- يكون الاقتران النسبي معرف على الاعداد الحقيقية عدا اصفار المقام وفي هذا الاقتران لا يوجد عدد 
حقيقي يجعل المقام صفرء .'. مجال الإقتران = R‏ 
2- نساوي elàll‏ بالصفر فيكون 0 = 1 x-‏ > 1= × 
۰ ا مجال }1{ / 71 
3- يكون الاقتران معرف عندما يكون 0 < 4 - ”× 
ولإيجاد مجال الاقتران نجعل 0 = 4 - x°‏ ونبحث في اشارة الاقتران 


x -4-2»x-t2 


.. يكون الاقتران موجب على ]2 ,2-[ / R‏ 
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وهذا هو مجال الاقتران النسبي 


مثال: 
الحل: 
2x‏ 
f(x)-‏ -1 
х? +1‏ 0( 
x 3 2 -1 -2 -3‏ 
f(x) 6 8 А -8 -6‏ 
10 10 10 10 
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2. f(x)2-— 
Х - 
х -3 -2 -1 0 1 2 3 
f(x) 1 1 0 -1 7 3 2 
2 3 


3- تمرین للطالب 
إقتران القيمة ا مطلقة: Absolute value function‏ 


اقتران القيمة المطلقة هو اقتران مجاله الاعداد الحقيقية ومجاله القابل الاعداد الحقيقية 
الموجبة مع الصفر ء أي 


f:R — В+ U {0} 
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مثال: 


أعد تعريف كل من الاقترانات التالية: 


1 
م 


1- f(x) 


II 
2 
5 


2- f(x) 


3- f(x) = x+ | хэ | 


fx) = —‏ -4 
X‏ 
الحل: 
1- نعيد تعريف الاقتران بحيث نضرب x‏ في اشارة سالب اذا كانت سالبة وذلك لتتحول الى موجب واذا 
كانت موجبة تبقى كما هي: 
x x > 0‏ 
f(x) =‏ 
-Х x«0‏ 


f(x) = | x | =х? -2‏ نحذف اشارة القيمة áallatl‏ وذلك لان الاقتران التربيعي Llo‏ موجب 


Х-Х-2 x22 
3- ires s = 
Х-х-2 X <2 
2х – 2 x22 
| 2 x<2 
Ix E X >0 
4. (х) = ۶5 
зоо х<0 
x 
1 x > 0 
تق‎ x<0 
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1- 


Э- 


3- 


m—1 =-3 


| 2x-6 | <4 
| Зх -1 | >5 


1- ۷ enn 


25. 


3- 


> x+2=3— х-1 


x = 5‏ — 3--2 +ع 


|2x-6| <4 


> 4<2х-6<4 


+6 +6 +6 
- 2< 2x < 0 


> 1<x < 5 


|3x-1| >5 
=> 3x-1>5 => 3x < 6 
=> 2 


3x - 1 < -5 — 3х < 4 


كك یه مر سے 
3 


مثال: جد مجموعة الحل لکل من ا متباینات التالیة: 


أو 


40 


.. مجموعة الحل هي: I}‏ 5-) 


.. مجموعة الحل هي ]1.5[ 


مثال: 
آرسم منحنيات الاقترانات التالية : 


الحل: 
Кх) = | х|‏ -1 
3 2 1 0 1- 2 3 = 
3 2 1 0 1 2 3 160 


f(x) 4 1 0 1 4 
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f(x) 2 2 2 2 2 2 4 
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4- تمرين للطالب 


дуул 
x 
Integer (x) function : x اقتران صحيح‎ 
هو اقتران معرف من مجموعة الاعداد الحقيقية الى مجموعة الاعداد الصحيحة‎ x اقتران صحيح‎ 
۴: ۸ أي 1 ج‎ 
مثال:‎ 
أعد تعريف كل من الاقترانات التالية:‎ 
1- ۶0( = [х] 
2- fx) = [1-2х], (-2,2| 
3- f(x) = 2х + [0.5х +2] 
4- امه‎ eti, 3,8] 
الحل:‎ 


1- تكون قيمة f(x)‏ عدد صحيحاً ثابتاً في كل فترة من الفترات فمثلاً تكون قيمة × في الفترة )1 0[ الحد 
الادنى للفترة وهو صفر وتسمى الفترة (1 , 0 ] فترة جزئية من مدى الاقتران 


-1 , -1 > * > 0 
, 0<х<1 
و‎ 1<x<2 
2 و‎ 2<x<3 


.. f (x) = 


1 1 1 
2- طول الفترة الجزئية = = = - 
امعامل ×| ]|2[ 2 
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-2 < x < -1.5 


4 
3 - 1.5 > > -1 
2 


-1< x <-0.5 

f(x) = 1 -0.5 > + > 0 
0 0 > > 5 

-1 0.5 > > 5 
-2 1> ک×‎ 15 
-3 1.5 <х<2 


3- f(x) << + ] 0.5۶ +2] 


نعید تعریف ]2+ 0.5 ] ثم نضیف لها × 


طول аш‏ الجزئية = کے -2 


0 4 €x«-2 

10.5х +2] = 1 -2 <× «0 
2 0 €x «2 

3 2 €x «4 

x -4 <x < -2 

f(x) = x+1 ود‎ > «+ <0 
x+2 0 <x <2 

x+3 2 <x <4 
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نعيد تعريف كل اقتران على ثم نجمعها مع بعضها 


-Х -3 > 2> 0 
х= 
x 0 <x <3 
-3 -3 > > -2 
-2 -2 [x< -1 
-1 ٭ ک1۔‎ >0 
[x] = 0 0<x<1 
1 1<x<2 
2 2<x<3 
3 х-3 
نجمع الاقترانين مع بعضهما فيكون‎ 
х-3 -3€x«-2 
х-2 2 Éx«-1 
-x-1 ×٭ ک1۔‎ > 0 
F(x) = و اکا‎ Х 0 <x<1 
x+1 1<x<2 
x+2 2<x<3 
x+3 х-3 
مثال:‎ 
1- f(x) = [х] 
2- Қх) = А + [х], 1-3,3] 
الحل:‎ 


1- من قاعدة الاقتران نرى أن الاقتران يكون بالشكل التالي: 
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Exponential function : الاقتران الأسى‎ 


الاقتران الأسي هو اقتران مجاله الاعداد الحقيقية ومجاله المقابل الاعداد الحقيقية الوجبة أي 


f: R — R° 


حيث *ه- f(x)‏ 


حيث a‏ عدد حقيقى موجب. يسمى ہ: الاساس « ×: الاس 


ومن الامثلة على الاقترانات الاسية 


اذا كان الاساس e‏ فان الاقتران يسمى اقتران الاس الطبيعي e"‏ = ( )۶ 


f(x) = 10* f (x) =e” f(x) = 2* 
l- a.a =a 
X 
a ۸ X-y 
2- — = 
a y 


5- a =1 
2 
y 
6- a” = үа” 
B 1 
7- a = 5 
a 
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بسط المقادير التالية إلى أبسط صورة 


2° NA 
, e) 
9|,/6 [42 
08900 


N 
N 
(95) 
гч 
N 
N 
حلسم‎ 
AR 
w|. 
مت م‎ 6 


6 
= 21.43 = 2,42 = )2(16(-2 


T. d £ 1 

, 243-٣483 _ 2.32.82 .3* _ 232 . (4.2): 4 
1 Б 1 
2 


2 1 
9-46-4 9.62.4? (3.3)(2.3)2 - 4? 
1 1 1 
2.32.22.42.3* 22.3* Co 5 9 
- < T د‎ Har ا‎ 
92.22 و‎ ۱ 


48 


مثال: 


3- 5 — 3 [em 3 
(e е") e e'e?e2 دم کم‎ 
27 
5 6 £ 2x+2x ЗЕ 4х 
5م‎ 
مثال:‎ 
أرسم منحنی کل من الاقترانات التالية:‎ 
1 f (x) = "د‎ 
2- f(x) Gi 
у ren 
2 
3- fx) = e° 
4- fx) ۔‎ 4 
الحل:‎ 
1- f(x) = 3* 
x -2 -1 0 1 
1 1 
f(x) = = 1 3 
9 3 
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6۵ ۲ © N зо M ہم لح‎ 


2- f(x) Di 
Lodo e |= 
2 


m| > 


لح | سم 


f(x) 
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3- f(x) = е“ 


f(x) 


= N Ù B G C ч оо 


f(x) = ٹم‎ 


f(x) 


10 


107 


10 


Logarithmic function الاقتران اللوغاريتمى:‎ 


الاقتران اللوغاريتمي هو الاقتران المعكوس للاقتران الاسي وبالتالي يكون الاقتران اللوغاريتمي 
معرف من مجموعة الاعداد الحقيقية الوجبة الى مجموعة الاعداد الحقيقية 


f:R'—R أي‎ 
f(x) = 108, x, ۾‎ ЄК بحيث‎ 


x-log,y — y = a° اذا كانت‎ 


مثال: 


جد الاقتران المعكوس للاقترانات التالية: 


1- f(x) = 2* 

2- f(x) = e” 

3- f (x) Di 

dyes ms 
2 

4- f(x) = 10° 
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1- f! (х) = log, х 
2- © (х) = 8, 
Lnx وهذا يسمى اللوغاريتم الطبيعي ويكتب على الصورة‎ 


3- f(x) = log, x 
2 


f'(x) = log,x = log x 


حبر 
' 


وهذا يسمى اللوغاريتم العشري. 
لايجاد الوغاريتمات والاسس الطبيعية والعشرية تستخدم جداول اللوغاريتمات» أو الآلة الحاسبة. 
قوانين اللوغاريتمات: 


1- log, x. y = log, x + log, y 
X 

2- log, — = log, x - log, y 
M 


3- log, x = y log, x 
4- log, a= 1 
5- log, 1-0 


10 
6- loga =a 5. = x 


1 
7-log, — = -log,x 
X 


مثال: 


بسط ما يلي الى ابسط صورة 
А 10810 + 102100 + 1021000‏ 
1081000 


108,3 + 108, 6 – 108,9 
108, 4 
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|, 0810+ ۱08100+ 1081000 _ 1+ 10810* + 10810° 


1021000 log10° 
_ 1+2+3 2 6 وے‎ 
3 3 


j log, 3+ log, 6-log,9 _ log, 3۰6-089 
1084 log, 2° 


18 1 
log, 2 _ 1‏ _ "و د898 


2108,2 2 2 


مثال: 
ارسم منحنى كل من الاقترانات التالیة: 
f(x) = log,x‏ -1 
f(x) = log x?‏ -2 
الحل: 
f(x) = 10р,х‏ -1 
چا أن الاقتران اللوغاريتمي هو معكوس الاقتران الأسي سيكون منحناه معكوس منحنی الاقتران 
ce‏ 


(1,0) 
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2- f(x) -logx^ = 2logx 


(1,0) 


الاقترانات امثلثية (الدائرية) Trigonometric function‏ 


تعرف الاقترانات الدائرية عن طريق دائرة الوحدة فلو أخذنا أي نقطة على دائرة الوحدة (x, y)‏ 
وأخذنا الزاوية 0 ء كما في الشكل التالي: 


ھ٦‎ 
7 


فان الاقترانات المثلثية للزاوية Ө‏ تعرف بالشكل: 
(جیب الزاوية 0( -880-у‏ 
(جيب تمام الزاوية CosÜ - x (Ө‏ - 


_ 0 


vas = ے‎ (Ө الزاوية‎ Jb) 
X cos0 
O دو‎ Í (0 (ظل تمام الزاوية‎ 


y  sinO 0 


1 1 
قاطع ;29 © = — = ѕесӨ‏ - 
(قاطع الزاوية 9( 0 Е‏ 


COS 
csc 0= = = E (0 (قاطع هام الزاوية‎ 
y 510 
:R— والاقتران المثلثي اقتران معرف من مجموعة الاعداد الحقيقية إلى مجموعة الاعداد الحقيقية أي‎ 


.]-1 1] وفي حالة اقتراني الجيب وجيب التمام يكون مدى الاقتران هو الفترة‎ R 
نلاحظ أن‎ (х, y) من قانون المسافة بين نقطتين نقطة الاصل )0.0( والنقطة‎ 


Jio -(у-0) =1 


x +y < 1 


=> cos! Ө مو‎ 0 =1 


وهذه المتطابقة صحيحة لأى زاوية 0 
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المتطابقات المثلثية: 


l-sin-x = - sinx 
COS - X = COS X 
2- sin(x+y) = sin x cos y + cos x 
sin (x - y) = sin x cos y - sin y cos x 


tan x + tan y 
1-7٦7 


3- tan (x+y) = 


4- cos (x+y) = cos x cos y - sin x sin y 
cos (x-y) = cos x cos y + sin x sin y 
5- sin 2x = 2 sin x cos x 
2 
cos 2x = 2cos x-1 
2 42 
= cos x — sin x 


2tan x 
tan 2x = عرص‎ 
1—tan x 


2X _ 1-07 


6- sin — = 
2 


X l+cosx 


sinx 
1+ 05 
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7- ѕіп x cos y = | sin(x + y) + sin (x - y)] 


N |= 


cos x cos y = [cos (x + y) + cos (x-y)] 


N |= 


sin x sin y = [cos (x - y) - cos (x + y)] 


برام 


1 


8- sin x + cos y = 2 cos — (x - y )sin — (x+y) 
2 2 
sin x — sin y = 2 cos — (x+y) sin — (x - y) 
2 2 
COS X + cos y = 2cos 2 (x + y) cos 2 (x - y) 


Cos x - cos y = 2 sin — (x + y) sin — (x - y) 
2 2 


2 2 
و‎ tan x + 1 = ѕсе x 


2 2 
cot x + l = csc x 


هناك بعض الزوایا الرئيسية ا معروفة والجدول التالي يبين قيمة sin, cos, tan, cot‏ لكل من هذه الزوايا 
اما باقى الزوايا فتأخذ من جداول خاصة تسمى جداول الجيوب. 
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cot tan cos sin الزاوية‎ 
m 0 1 0 0 
Уз 1 43 1 30 
43 و‎ 2 
1 1 1 1 45 
42 42 
7 43 1 43 9 
43 2 ES 
0 7 0 1 90 
БЭ 0 -1 0 180 
0 p 0 -1 270 
"m 0 1 0 360 
مثال:‎ 
جد كل مما يلي دون استخدام جداول الجيوب‎ 
1- cos 75 2- tan 285 3- sin 195 


1 cos 75 = cos (45 + 30) = соѕ 45 cos 30 - sin 45 sin 30 
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tan 240 + tan 45 
1- tan 240 tan 45 


tan 60 + tan 45 
` 1- tan 60tan 45 


4341 _ 1+3 
“TANS ولا‎ 


2- tan 285 = tan (240 + 45) = 


3- sin 195 = sin (150 + 45) = sin 150 cos 45 + sin 45 cos 150 


مثال: 
اثبت صحة كل من المتطابقات التالية: 
l- 1-2 sin2x = 2с0$ x-1‏ 
tan x + cot x = sec х CSC х‏ -2 
X+‏ 
(cos x + cos y y + (sin x - sin yy = 4 cos? y‏ -3 
الحل: 


l- 1-2sin'x = 2с05° x -1 
1-2 sin” x = 1-2 (1-cos° x) 
= 1-2 + 2cos x 
-02со8 x-1 
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2- tan x + cot x = sec Xx csc x 


5ШХ cosx 
tan x + cot x = +— 
cosx 511 


بتوحيد المقامات 


sin? x + cos? x 


cos xsin X 


1 1 1 
= : —Secx cscx 


COSXSinX cosx sinx 


X+y 


3- (cos x + cos yy + (sin x - sin у) = 4 cos? 
(cos x + cos уу + (sin x — sin у) = 


(2 Ч, ) : (х -у))? + (2 : ( ) si : ( » 
cos — (x + y) cos — (x- + (2cos — (x + y) sin — (x- 

Y 2 y 2 Y 2 M 
= 4 وم‎ — (x * y) cos? 2 (х-у) +4 cos? 2 (x + y) d (x-y) 
= 4 cos? 2 (x + y) цаас (x-y) + sin? 2 (x - y)] 


= 4cos — (x + y) 
+2 
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جد قيمة x‏ التي تحقق كل من امعادلات التالية: 


3 2 
l- 2cos x + cos x-2cosx- 1-0 


2 
2- cosxcot x = cos x 


l- 2cos x + co? x - 2 cos x-1 = 0 
= (2 cos x + cos? x) – (2 cosx 41) = 0 
= со8 x (2 cos x + 1) - (2cos x + 1) =0 
—» 02 cos x + 1) (co?x-1)20 


-1 2 
=> 2 +ع وم‎ 1 = 0 — cos x 2 — x = 120° 1 


cos’ x -1 = 0 > соѕ x = 1 È cos x = t1 آو‎ 
=> x-0,T 
5 27 л) 
* 3 * 
2- cos x ای‎ x = cos x 
COS X 
= cot x = -1 
COS X 
> cotx=+1 
1 3 DT 7T 
ت سے‎ ае 
4 4 4 4 
2 Зл 57 Dn الحل‎ 
mE ےد‎ CC مجموعه ھی‎ 
4 4 4 4 
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مثال: 


تمثيل الاقترانات المثلثية بيانياً: 


الاقترانات à X‏ هي اقترانات دورية بمعنى انها تكرر نفسها كل فترة ودوره تغير الاقترانات 
امثلثية هي 71 2ء وسنرسم منحنيات الاقترانات اممثلثية لنرى كيف تكون فترة تكرار الاقتران. 
1- اقتران الجيب: 


f(x) = sin x 


2- اقتران جيب التمام: 


f(x) = cos x 
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3- اقتران الظل: 


f(x) tan x 


4- اقتران ظل التمام : 


= cot x 


f (x) 
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5- اقتران القاطع: 


f(x) =secx 


= CSC X 


f (x) 
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الاقتران المتشعب: 


هو الاقتران الذي يكون له أكثر من صورة على فترات متقطعة من المجال المقابل أي على كل 
فترة يكون للاقتران قاعدة مختلفة عن قاعدة الاقتران في الفترة الاخرى. 
ومن الامثلة على الاقترانات المتشعبة اقتران القيمة ا مطلقة واقتران صحيح x‏ 


مثال: 
x!-1 xl‏ 
x-1‏ 
f(x) =‏ 
x-l‏ 7 
فجد: 


f ومجال مدى الاقتران‎ -1 
f(-3) , f(0), f(1) جد‎ 2 


3- أرسم منحنى f‏ 


الحل: 


1- مجال f‏ معرف على جميع الاعداد الحقيقية وايضا مداه - مجموعة الاعداد الحقيقية 


2- #(1) =7 
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eg. ced 

f(x) ونجد منها‎ x J ناخذ قيم‎ f لرسم منحنى‎ -3 
x -3 2 -1 0 1 2 3 4 
fx) -2 -1 0 1 7 3 4 5 


= му Ù AB یں‎ ccu c 
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a) 
b) 


с) 


090—4 
وې‎ < 22-9 
x! -2x-3«0 


2x -7х + 5x > 0 


4) |х-2| «1 


e) 


a) 


b) 


3 


2) 
b) 


х-3|»0 
2 
x° —3x-4 > 
Их-2| 
جد المسافة بین کل من النقطتين:‎ -2 


(-2, 2) 0 (0 > 4) 
-1 

(1, 5) > (—,3) 
2 


(-3,2), (0, 1) 


3- جد معادلة الدائرة التي مركزها ونصف قطرها معطى 

(0,0),r=3 
(2,0),r=1 
(-46),r-x 

4- جد مركز ونصف قطر الدائرة لكل من المعادلات التالية: 
x +y -5x-9=0‏ 
x +y -2x+2y-8=0‏ 
x +y -3=0‏ 


x +y -4x+4y-1=0 
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5- جد )0 ,)1-( ۴ (۴)0.2 لکل من الاقترانات التالية: 
a) f(x) =x -2x+4‏ 
b) f(x) = e + 2‏ 
7 
с) f(x) =log Gx + —)‏ 
x‏ 


а) 88) = [x] + 2 + 


e) f(x) =10™ 


6- جد مجال ومدی کل من الاقترانات الحقيقية التالية: 
a) f(x) = x-3‏ 


b) f(x) = [x] 


c) f(x) = sin — 


d) f(x) = 2× Е 5 цг 
x 
COS X 


e) f(x) = 


sin x 
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7- يبين فيما اذا كانت الاقترانات في السؤال السابق واحد لواحد» شامل 


8- أي من الاقترانات التالية اقتران تناظر: 


b) f: R' )و‎ , f(x) = —————— 
Мх? - 5x +6 
Ix - 4| x24 
5Х-3 
c) f(x) = 
1 x«4 
x° -1 
إذا كان‎ -9 
2 XT 
tan 
2-1 
f(x) = 
Cos х , x< T 


h(x) =x +1- کم‎ 
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a) (fo h) (x) 
b) (h of) (x) 


c) (f oh) (7) 


do ewm 
NM ان‎ 
2 


a) f(x) 2x43 


0- أوجد الاقتران المعكوس إن وجد لكل من الاقترانات التالية: 


b) f(x) 2x'-x45 
с) f(x) =x -3 


d) 1:1 جه‎ I, f(x) = [3x - 5] 


11- اذا كان feo = el‏ وكان h(x) = x‏ فجد: 
a) (f oh)” (х)‏ 
b) h of (x)‏ 
c) (f oh?) (х)‏ 


d) (h'of)(x 


12- بسط اطقادير التالية الى ابسط صور 
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3- جد ناتج ما يلي: 
а) (2x° - 3x? + 4) (x° - 1)‏ 


b) (х-6бх + x) + (4х - 2) 


14- اثبت أن الاقتران المعكوس للاقتران f (x)‏ اقتران وحيد 


a) fx)=x - 2x -2 
1 


1 1 
X XK Х 


с) f(x) = | x-3| +1 


d) f (x) 2 : € [-1, 1] 
x)= و‎ -1, 
2 4 
e) f(x) = x cos х , XE [0,27] 
f) fx) = tan x + secx ,x Є ] 0, 27] 


6- اثبت صحة المتطابقات التالية: 


کٹ و 2 د 
a) 1-2 sin x = cos x - sin x‏ 


TU TU 
b) sin? E == 3 csc x = tan’ E — 3 sin x 


X X 
tan — + cot — 
2 
c) = sec x 


x x 
cot — — tan — 
2 2 
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7- أوجد قيم × التي تحقق SIS‏ من املعادلات التالية: 
1- 


2 2 د 
a) sin x -2 cos x = —‏ 


b) sin x - sin x = 0 
c) 1-2 sin x cos x = 0 


d) sin” x - 2 sin x cos x + cos x = 0 
f لأي اقتران تناظر‎ (8) (х) = х) اثبت أن‎ -18 


19- دون استخدام جداول الاقترانات المثلثية جد ما يلي: 


a) sn سد‎ 


b) cos 


c) tan 330? 
d) cot 405? 
e) sec -150? 
f) csc 240? 


f(x) = 2x - 5 اذا كان‎ -20 


(h واه‎ (к) = х) بحيث‎ k(x) فجد‎ 
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20 k(x) = «< h(x) =x°- 5 х) = 7x + 4 اذا کان‎ -21 


a) (f oho k) (x) 


b) (k oh o f) (x) 


x -3 X<-3 
|х| -3 > > 4 

a) f(x) = 3ج8‎ 4<x<7 
[2x - 5] 7<x<10 
4 x 210 


b) f(x) = х + log x 
c) f(x) = sin x + cos 2x 


d) f(x) = e" + сап х 
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النهايات والاتصال 


Limits and Contenuity 
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الوحدة الثانية 


النهايات والاتصال 


Limits and Contenuity 


مفهوم النهاية: Limit‏ 


النهايات هي أساس حساب التفاضل والتكامل وهي تعبر عن سلوك منحنى اقتران ما f(x)‏ عندما 
يقترب المتغير x‏ من قيمة duse‏ ولتوضيح ذلك نأخذ الاقتران التالي 


f(x) 22x +1‏ 
ونرى ما هو سلوك الاقتران كلما اقتربت x‏ من صفر من خلال الجدول التالي: 
x -0.1 -0.01 -0.001 0.001 0.01 0.1‏ 
f(x) 0.8 0.98 0.998 1.002 1.02 1.2‏ 


نی أن الاقتران f(x)‏ يقترب من العدد )1( کلم اقزبت X‏ من ص فر 
وبالرموز نكتبها کالاتی: 


x— 0 f(x) — 1 


ونقول أن نهاية 1 = f(x)‏ عندما x‏ تقترب من صفر وتكتب بالرموز 
lim f(x) 21‏ 


x— 0 


في هذا الاقتران نجد أن 1 = )0( f‏ ولكن ذلك ليس بالضرورة فقد يكون الاقتران غير معرف عند النقطة 
ولكن نهايته عندها موجودة 
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مثال: 


lim f(x) 
x2 
الحل:‎ 
x = 2 هذا الاقتران غير معرف عند 2 = × ولکننا سنرى أن نهايته موجودة عند‎ 


لإيجاد النهاية نطبق إحدى الطريقتين التاليتين: 


1- طريقة الجدول: 
x 19 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1‏ 
f(x) 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1‏ 


نرى أن f(x)‏ يقترب من (4) كلما x‏ اقتربت من )2( 


г. lim f(x) 24 
x2 


2- طريقة الرسم البياني: 
نرسم الاقتران ومن خلال الرسم نجد النهاية 
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من خلال الرسم نرى أن الاقتران يقترب من )4( ولا يساويه عندما x‏ تقترب 
من (2) 


lim f(x) = 4 
x2 
تعريف:‎ 


اذا کان f‏ معرف على الفتة المفتوحة 1 وكانت 1 € a‏ (ليس 
بالضرورة أن يكون معرف عند (a)‏ وكانت L‏ أي عدد حقيقي فان : 


lim f(x) = L 
ха 
بحيث أن اذا كان 6 > | ۾ - × | فان‎ Ò < 0 اذا كان لكل 0 > € يوجد‎ 
| х)-1,| > € 
مثال:‎ 
باستخدام التعريف أثبت أن‎ 
lim 3x- 1-22 
x1 
الحل‎ 
f(x) = 3-1 a=1 1-2 


حتى 0553 النهاية موجودة يجب أن يكون لكل 0 > E‏ يوجد 0 < 6 بحيث: 
Ix-1 > 8 < (83x -1)- 2| «e‏ 
ولایجاد ذلك يجب ايجاد قيمة ل Ó‏ تعتمد على € ونأخذ التباينة 
|3x-1-2| > €‏ 
|3х-3| > €‏ > 
|3G@-1) | > €‏ > 


بالقسمة على 3 €< 3|x-1|‏ > 
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= |» -1 > ۶ 
3 


.. lim (3x-1) = 2 


x1 


lim — 
X 


غير موجودة 


مثال: 
أثبت باستخدام التعريف أن 


الحل: 
نستخدم البرهان غير المباشر ونفرض أن 


x € (-Ó , Ó) ولتكن‎ (-Ó , Ó) لنأخذ الفترة‎ 


L Є(-Є.Є) بحيث تكون‎ 


: 1 
من خلال الرسم آدناه للاقتران ‏ — 
x‏ 
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نلاحظ أنه كلما كانت 6 صغيرة جدا € تكبر وتكون كبيرة جدا وهذا يعني أن الاقتران f (x)‏ يؤول الى YUI‏ 
نهاية وبالتالی لا يمكن ايجاد Ó‏ بحيث يكون التعريف صحيحاً فليس صحيحا أن 


(Y e> 0,38 > 0:|x -0|< 8 > |f(x)- L| «e 


نظريات في النهايات: 
نظرية (1) 


اذا كانت a, © R‏ فان: 


lim k =k 
ха 
مثال:‎ 
lim 5 - 5 
x8 
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lim (mx +b) =ma + b 


xa 


lim 5x - 4 = (5) (-1) -4 = -5 - 4 = -9 
x—-1 


نظرية )2( 


اذا كانت a, b, m € R‏ فان 


اذا كانت (lim f(x) = L‏ وكانت lim h(x) =m‏ فان 


xa 


1- lim | f(x) + h(x) [ = L +m 
xa 


2- lim | 6х) ۰ h(x) |  L. m 
xa 


100 _L 


3- lim =— 1 mz0 
xoah(x) m 
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مثال: 
جد lim 5х-4‏ 
الحل: 
نظرية (3) 
ха‏ 
مثال: جد 


. 3x-1 lim? 1 (gy i د د‎ 
M oxt2 رر‎ OO 4 2 
x41 


مثال: 
حك lim x‏ 
xa‏ 
الحل: 
تو = lim x! = lim x.x = lim x . lim x = a. a‏ 
xa ха ха‏ وجو 
445 )1( 
لأي عدد طبيعى lim x" = а" OB п‏ 
xa‏ 
نتيجة (2) 
لأي عدد طبيعي n‏ فان ”] lim ]60([" = [lim 6х)‏ 
ха ха‏ 
مثال: 
جد °)4 - ( lim‏ 
x1‏ 
الحل: 
lim (x° - 4) = [lim (x - 4)]‏ 
x1 x1‏ 
ES pe 4р‏ 
)3-( = 
243- = 
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نتيجة )3( 


lim [k f(x)] = К lim f(x) ,k€R 
xa xa 


)4( نتيجة‎ 
lim [f(x) - h(x) ] = lim f(x) - lim h(x) 
xa ха xa 
مثال:‎ 
lim (5x° - 6) 
x2 
الحل:‎ 
lim (5x° - 6)' = [lim (5x - 6)]° 
x2 x2 
= [5(2)° - 6]° 
= [20 - 6 ]° 
= 2744 
(4) نظرية‎ 


اذا كان f‏ كثير حدود فإن 


lim f(x) = Қа), Va € R 
xa 


مثال: 
جد )7 - lim (x° - 3% + 5x‏ 


x2 
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lim (x! - 3x? + 5x - 7) = (2)! - 3(2)° + (5) 2) - 7 
x2 
= 16 -12+ 10-7 


zi 
(5) 5,8 
اقتران نسبي فان‎ k(x) اذا كان‎ 
lim k(x) = k(a) 
xa 
مثال:‎ 
. 5x!-3x«4 
lim جد‎ 
x—-1 x—3 
الحل:‎ 
1 5x!-3x«4 (51-1)? -3)-1(+ 4 
. RES ajea 
1 S+3+4 
-4 
12 
= مق سح‎ 
-4 
(6) 5,8 
فان‎ a»0 اذا كانت‎ 
lim - Va 
مثال:‎ 
جد‎ 
E ue 
Jim—— لجح‎ 
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yaz зх Yx: عند-‎ 


lim4- /x3 
Ay -3A 
а. 


Jx:‏ پ4 


x a 


lim nlf (x ) = VL 


xa 


lim yx” -3x +1 


xa 


فان 


lim Vx’ -3x + = llim х? -3x 41 


x43 x43 
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lim f(x) = L اذا كانت‎ 


نظرية )7( 


مثال: 


حساب النهايات: 


في بعض الاقترانات النسبية تكون نتيجة التعويض كمية غير معرفة مثل 


ولكن اذا رسمنا الاقتران хөд‏ أن هناك نهاية للاقتران موجودة 89( هذه الحالة نلجأ الى تحليل الاقتران. 


مثال: 
ji х? - 4‏ 
ын Х-2‏ 
الحل: 
0 
بالتعويض المباشر يكون CD gil‏ .. نلجأ للتحليل 
2 
x -4 _ (x —2)x + 2) 0‏ 
Х-2 Х-2‏ 
2-4 
lim =]Jimx+2=2+2=4‏ 
x>2 X — x—2‏ 
مثال: 
جد 
l 2-3‏ 
1n ۰ -—‏ 
x>3 x° — 7‏ 
الحل: 
l х-3 0‏ 
ПІ -—— —‏ 
хэзх?-27 0‏ 


0 


x=3 Ет х= 3 
хэз X” — 27 ub (x - 3x? +3х +9) 


1 
- limn———— 
25 x^43x49 


231 
27 
-0Х7-5х-6 
lim 
x—3 x-3 
. x°—5x+6 0 
lim = 


= linx-2-3-2-1 


x43 
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مثال: 


مثال: 


1 ×- 25 NX +5 
1m E "T 
x25 Ax —5 Jx +5 (الضرب با مرافق)‎ 


а 0‏ تن 


х-»25 x—25 


= lim Vx +5 


x—25 


= 425 +5 


مثال: 


الحل: 
بالتعویض ХУД‏ تکون النتيجة ) 00 ۰ 0 ) дё dS‏ معرفة وهنا آیضا نلجاًللتحلیل. 


Ч 1 ] 1 | 1 3 
x50 X 4х-1 ×0 xvx +1 x 
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ji ×لہ-1‎ +1 1 x 1 X : 
= ШП Š شرب‎ 
хэд хүх+1 144Х-1 تدسف‎ 


۱ 1- (x 1) 
Ë 7 x(x "m Ух +1) 


-1 -1 


= lim چ‎ 
eo[/xxiflie/x41) (о уот 


مثال: 


بتوحيد القامات في البسط 
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بالتعويض المباشر ينتج 
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مثال: 


مثال: 


بالتعويض ال مباشر ینتج أن 


نلجأ للتحلیل وق هذه الحالة نستخدم طريقة تسمی الاستبدال وهي: 


х-у-1су  =×+1 نفرض: 1+ ×= ر‎ 
x—7=y—2 وأيضا‎ 


. Vx+1-2 у-2 у-2 
lim = Hm E 3 
x7 Х- y2y —-1-7 yy -8 

—2 
- lim М 


2 (y - 2)0y? +2y+4 


. 1 1 1 
= lim = - 
yy +2у+4 4+4+4 12 


عند التعويض المباشر 0355 النهاية 
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مثال: 


2 
Х-х-2 


х-1 XK +x+2 


3 2 
-Х +x 


2 
-X +x+2 


-x2 tx 


2x + 2 
2x + 2 


0 0 


X'-x42 . (x c1? -x 2) 
= lim 
хэ × +1 хэ-1 x41 


= JimX” —x+2=1+1+2=4 


x>-1 


النهاية من طرف واحد: One side limit‏ 

هناك بعض الاقترانات مثل الاقتران المتشعب يكون فيها الاقتران غير معرف عند نقطة (نقاط) 
التشعب ولايجاد النهاية Jib‏ هذه الاقترانات نحتاج الى طريقة لاثبات أن النهاية ستكون واحد سواء 
أخذت SÍ‏ من النقطة أو اقل من النقطةء و بعض الاقترانات الاخری يكون الاقتران معرف على فترة 
محددة مثل اقترانات الجذور وفي مثل هذه الاقترانات اذا أردنا معرفة سلوك الاقتران عند نقطة نهاية 
التعريف نأخذ النهاية من طرف واحد فقط كما في الامثلة التالية: 
مثال: 

ابحث في نهاية الاقتران f(x) = УХ‏ عندما 0 ج × 
الحل: 

نرى هنا أن الاقتران غير معرف عندما 0 < x‏ وبالتالي لا نستطيع أخذ قیم للنهاية عندما 0 > ¿x‏ 
وهنا نأخذ النهاية من طرف واحد فقط وهو عن دما 


0 < × أي من اليمين ونرمز لها بالرمز 0 — x‏ 
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ولنشكل الجدول التالي 


0.1 


0.01 


0.001 


0.0001 


0.1 


0.032 


0.01 


f(x) 0.32 


نرى هنا أنه كلما اقتربت x‏ من صفر من اليمين يقترب f(x)‏ من صفر وبالرموز 


x 0° — f(x) — 0 


lim f(x) = 0 9l 
x0 
من اليمين تساوي صفر.‎ f(x) أي نهاية‎ 
تعريف: (النهاية من اليمين)‎ 
L © R وكانت‎ (a , c) اقتران معرف على الفترة‎ f اذا كان‎ 
lim f(x) = L فإن‎ 
x0 


تكون Ао‏ اذا كان 0< 36 . 0< ۷€ بحيث 


a<x<Ó+a— | -L|< € 


مثال: 

ابحث في نهاية الاقتران f (x)= V1—X‏ عندما x‏ تقترب من 1 
الحل: 

في هذ الفال ايضاً نرى أن الاقتران غير معرف عندما 1 > x‏ 
وبالتالي سنأخذ القيم التي تكون آقل من )1( وهذه تسمى النهاية من اليسار ونرمز لها بالرمز 1 — x‏ 
كما في الجدول التالي: 

x 0.9 0.99 0.999 0.9999 
f(x) 0.32 0.1 0.032 0.01 


f(x) فان‎ x من صفر وبالرموز 1 ج‎ f(x) هنا أيضا أنه كلما اقتربت  من )1( من اليسار يقترب‎ су 
مج‎ 
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lim f(x) = 0 أو‎ 


х-Э1 
من اليسار تساوي صفر‎ f (x) أي نهاية‎ 
تعريف:‎ 
فان‎ L © R وكان‎ (c, a) إقتران معرف على الفترة‎ f اذا كان‎ 
lim f(x) = L 
پور‎ 


صحيحة اذا كان 0< 36 , 0< ۷€ بحيث 
a- 65 > x «a» | 6х) - L| > €‏ 
مثال: 
اذا كان 
Xx -2 х»3‏ 
[e х<3‏ 


2- lim f(x) 
ور‎ 


1- lim f(x) 
x3' 


نأخذ قاعدة الاقتران عندما 3 < x‏ أي عندما x‏ تؤول الى 3 من اليمين. 
Г. lim f(x) =lim x°- 2 = (3)? -2 =7‏ 


+ + 


х3 х3 


2- lim f(x) 
وور‎ 


jsb‏ قاعدة الاقتران عندما x<3‏ أي عندما × تؤول الى 3 من الیسار 
lim f(x) =lim 2x+1=2 X 3 +1 -7‏ .. 


x3 x3 
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نلاحظ من خلال المثال أن النهاية من اليمين والنهاية من اليسار متساويتان وهذا يعني أن النهاية 


اذا کان f‏ معرف على فترة مفتوحة 1 تحوی a‏ وليس بالضرورة أن 
يكون الاقتران معرف عندها فان 
lim f(x) =L < lim f(x) = lim f(x) = L‏ 


ха ха‘ xa 
مثال:‎ 
باستخدام النهاية من اليمين والنهاية من اليسار اثبت أن نهاية الاقتران‎ 
х-1 х»1 
f(x) = 
1 x<1 ,xZ0 
x 
x= 1 غير موجودة عند‎ 
الحل:‎ 
حتى تكون النهاية موجودة يجب أن تكون النهاية من اليمين - النهاية من اليسار‎ 
lim f(x) = lim x-1 =1 -1 =0 
х-Э17 x1 
1 1 
lim f(x) = lim — = — =1 
x 1 
х1 x1 
ها أن‎ 
lim f(x) Zlim f(x) 
x1 x1 
°. lim f(x) غير موجودة‎ 
x1 
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х2 


نعيد تعريف الاقتران باستخدام قاعدة الاقتران المتشعب 
Эн x>2‏ 


مثال: 


حتى تكون النهاية موجودة يجب أن تكون النهاية من اليمين تساوي النهاية من اليسار عند 2 = x‏ 


lm|x-2|=lim x-2=2-2=0 


lim | -ع‎ 2 | = а 2-x-2-2-0 
x2 x2 
ها أن‎ 
lim |x -2 | = lim | ۰-2 | =0 
x2 x2 


Ла |x-2| =0 
x2 


اذا كان f(x) = [1 - x]‏ جد النهايات التالية اذا كانت موجودة 
a- lim f(x) b- lim f(x)‏ 
5 وہر x0‏ 


نعيد تعرف الاقتران على الفترة (2 ,1- ] والتي تشمل نقطتي النهاية 


2 -1 ×٭ ع‎ >0 
F(x) = 1 0 € x«1 
0 1 Éx«2 
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مثال: 


a- lim fx) = lim 1 = 1 


x0 x0 


lim f(x) = lim 2 = 2 
x0 x0 


ها أن 
lim f(x) Z lim f(x)‏ 
x0 x0‏ 


г. lim f(x) غير موجودة‎ 
x—0 


ب- نلاحظ هنا أن القيمة 1.5 تقع ضمن الفترة ( 2 1) وليست من اطرافها وبالتالي لا تستخدم هنا 
النهاية من اليمين والنهاية من اليسار وتكون 
lim f(x) = іт 0 = 0‏ 
x—1.5 x—1.5‏ 


مثال: 


1 مع 1ي غو 


f(x) = 


فجد limf(x)‏ ان وجدت 
x41‏ 


الحل: 
في هذه الحالة تكون النهاية من اليمين والنهاية من اليسار على نفس القاعدة 
0 1 تي 


x-1 0 


^. lim f (x) = lim 
x41 


(x ت(1-‎ + x +1) 


x—1* Х- 1 
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7 2 
=lim x + +1 


+ 


x1 
= 12+1+1=3 
3 
: . X -1 
limf(x) = lim 23 
хә! ور‎ Х- 
г. lim f(x) 2 3 
x1 
مثال:‎ 
|x] x<1 
x 
f(x) = 
-1 x21 


الحل: 
حتى تكون النهاية موجودة يجب أن تكون النهاية من اليمين - النهاية من اليسار نجد في 
البداية النهاية من اليمين 
lim f(x) = lim -1 = -1‏ 
x x1‏ 
"EN:‏ 
limf® = lim‏ 
xol xol X‏ 
۳ 
(à‏ هذه الحالة نعید تعریف الاقتران — لایجاد النهاية 
Х 2‏ 
0<x<1‏ 1 
×| 
x‏ 
x > 0‏ 1- 
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ونجد النهاية لهذا الاقتران من اليسار فقط 
النهاية من اليسار 


lim kl = lim1=1 
x51 X xol 


Г.П f(x) Z lim f(x) 


x1 х1 
.'. lim f(x) غير موجودة‎ 
x1 
مثال:‎ 
2x! -1 x21 
2+1 
f(x) = 

ах 1 x«l 


الحل: 
حتى تكون النهاية موجودة يجب أن تكون النهاية من اليمين تساوي النهاية من اليسار 
20у-1 1‏ 22-1 


lim f(x) = lim = 
xƏ1' xo ېچو‎ 1+1 2 


lim f(x) = lim ax - 1 = (а) (1) -1=a-1 


x1 x1 
أن النهاية موجودة .7 النهاية من اليمين = النهاية من اليسار‎ Le 
1 
—=a-1 
2 
>a اوو لب‎ 
2 
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Limit іп Infinity اللانهاية:‎ É النهاية‎ 
تعریف:‎ 

اذا كانت limf(x) = оо‏ فان الخط ال مستقيم x = a‏ یکون خط تقارب عمودي طنحنی 
الاقتران f(x)‏ . 


š 1 
فأوجد:‎ f(x) =—— اذا كانت‎ Лю 
2-2 
lim х) 0 
x2 
الحل:‎ 


limf(x) = іт 
x22 x22xX—2 


ب) من خلال النهاية نلاحظ أن منحنى الاقتران له خط تقارب عمودي عند 2 = × كما في الشكل التالي: 


x=2 
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تعريف: 
اذا كانت Ши f(x) = L,‏ فان الخط المستقيم y = L‏ يكون خط تقارب أفقي منحنى الاقتران 
f(x)‏ . 


4x +2 


مثال: اذا كانت = f(x)‏ فأوجد 
lim f(x) å‏ 

х 00‏ 
ب) أرسم منحنى الاقتران f(x)‏ وحدد عليه خط التقارب الافقي. 


الحل: 


Пота = د‎ -4 6 
X—o x 


X—o x х 00 


(oo‏ من خلال النهاية نلاحظ أن منحنى الاقتران له خط تقارب أفقي عند 4 = y‏ كما في الشكل التالي: 
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قواعد النهاية في اللانهاية 


1 
lim - = 0 neN 
x> K 
lim x" = co neN 


X—o 


lim(a, x" +a X1 +... رو‎ a,)= lima x" 


X—00‏ مور 


a x" +a x"l+..+ax+a . a x” 
im n - п-1 — 1 0 lim n - 
xD X" +b, X” +..+bx+b, دوهی‎ 


4) 


5) 


аһ if m-n 
b, 
. ax" . 
> lim — = 4 0 ifm< n 
x>% b پر‎ . 
0 if m»n 
x — 00 مثال: جد نهاية كل من الاقترانات التالية عندما‎ 
1 
Кх)-х - 3x +1 
Зх? + 2x +6 
چک تور[‎ 
x - 4x -2 
х? -3x +1 
f(x) = 5 
2x +5 
Xx +1 
f(x) = 5 
Х?-2Х-7 


lim f(x) - lim 1. -0 


X— 00 جر‎ 00 x 


م = limf(x) = limx^ —3x° +1= lim x“‏ رد 


хоо 


s 3x?+2x+6 2. 3x? un 
رد‎ limf(x) = lim 5 — = lim — = lin3-3 
хоо хэо X - 4х – 2 x>% X x—o 
3 2 3 
4 lim f(x) = lim X H im А 1 Ёс 
Х-»со хоо 2х +5 хоо 2х xo 2 
+1 1 
s limf(x) = іт = lim% = lim; = 0 
хоо хэо x -2Х-7 хэо x موجہ×‎ X 


الاتصال: Continuity‏ 
لنأخذ ابلثالین التالیین وندرس سلوکهما ثم نری ما الفرق بینهما 
مثال: 
2x -1 x > 1‏ 
fx) =‏ 


x x<1 


لندرس سلوك هذا الاقتران عند 1 = x‏ مع ملاحظة أن الاقتران معرف عند 1 = x‏ نجد Š‏ البداية نهاية 
الاقتران عن طريق النهاية من اليمين والنهاية من اليسار 
lim f(x) =lim 2x -1‏ 
x41" x41”‏ 


= (2) (1) -1=1 


1 


lim f (x) = lim x° =1° 


x>1 x>l 


.. lim f(x) = 1 
x1 


f (1) = (2) (1) -1 =1 
.. lim f(x) = f(1) 


x1 
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وعند رسم الاقتران نرى هنا أنه لا يوجد قطع ف الاقتران أي أنه مستمر أو „Јада‏ 


-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 


مثال: 
ادرس سلوك الاقتران التالي: 


x7 -4 x*2 


f(x) 


الحل: 
نرى هنا أن الاقتران معرف عند x=2‏ 


ولايجاد نهاية الاقتران عندما x‏ تقترب من )2( نأخذ الجزء الاول من الاقتران سواء من اليمين أو اليسار. 


2 
limf (x) = lim 2 -4 _ تین‎ 21+27 
x—2 x22 Х-2 x—2 Х-2 
= limx+2=4 


Х-»2 
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f(2) = 2 LÍ 
limf (x) + Í (2) ونرى هنا أن‎ 


وعند رسم الاقتران بيانياً نجد أن هناك قطع في الاقتران عند 2 = x‏ 


من ملاحظتنا للمثالين السابقين نرى أن الاقتران الاول متصل بمعنى ان لا يوجد أي قطع في منحنى الاقتران 
بينما الاقتران الثاني غير متصل أي يوجد قطع للاقتران عند 2 = × وقد حقق الاقتران الاول الشروط التالية 
وهي الشروط التي يجب ان تتحقق في الاقتران حتى يكون متصل عند أي نقطة مثل ۾ =× : 


x = a أن يكون الاقتران معرف عند‎ -1 
x =a نهاية الاقتران موجودة عند‎ -2 
lim f (x) = f (a) 3 

xa 


وف مثالنا الثاني لاحظنا أن limf(x) z f(2)‏ 
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أي أن الاقتران لم يحقق الشرط الثالث من شروط الاتصال وبالتالي يكون الاقتران غير متصل (منفصل) اذا م 


x7 -1 
x-1 
F(x) = 
2 
x?^-9 
x-3 
Ех) = 
х-1 


يحقق شرط 25151 من الشروط السابقة 


مثال: 
ابحث Š‏ اتصال الاقتران التالي عند x=1‏ 
х21‏ 
х-1‏ 
الحل: 


1- من تعريف الاقتران نجد أن الاقتران معرف عند x=1‏ 


x? 


-1 
limf(x) = lim -limx41-22 -2 
x41 x x—1 بر‎ 


10( = 2 =limf(x) 22 -3 


.2 الاقتران متصل عند 1 х=‏ 


مثال: 

ابحث في اتصال الاقتران التالی عند 3 - x‏ 
х»3‏ 
x<3‏ 


الحل: 
1- الاقتران معرف عند 23 x‏ 


2- لايجاد limf(x)‏ نجد النهاية من اليمين والنهاية من اليسار 


lim f (x) = lim x +1 


x3 x3 
= 3+1=4 
2 

: 0 
lim f(x) = lim 
xo3* хэз X —3 

= limx+3=6 
x43" 


.. lim f(x) ٭‎ lim f(x) 
دصر‎ x43" 
x43 
× = 3 غير متصل عند‎ f(x) 3. 
الاتصال:‎ à نظريات‎ 
اقتران كثير حدود فإنه متصل عند أي نقطة في مجموعة الاعداد الحقيقية.‎ f(x) نظرية 1: اذا كان‎ 
فأن:‎ x = a متصل أيضا عند‎ h(x) وكان‎ x = a متصل عند‎ f(x) نظرية 2: اذا كان‎ 


х= а متصل عند‎ ۲ -1 


× =a متصل عند‎ f 1-2 


3 ط حيث ۶0 h(a)‏ متصل عند 2 = ا 


نظرية 3: اذا كان f(x)‏ متصل عنده = ۶ وکان hhx)‏ متصل عند Қа)‏ = فان 
O f) (х)‏ ) متصل عند x = a‏ 
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مثال: 
اذا كان 5 + f(x) = 326 - 4x‏ 


h (x) = x° - 7x وكان‎ 
R Š متصل عند كل نقطة‎ (f O h) (x) فهل‎ 
الحل:‎ 


Le‏ ان f( x)‏ اقتران كثير حدود فهو متصل عند أي نقطة على R‏ وايضا h(x)‏ اقتران كثير حدود 
فهو متصا عند أي نقطة على AR‏ 


+ حسب النظرية السابقة (f O h) (х)‏ متصل عند كل نقطة من نقاط R‏ 


نظرية 4: يكون الاقتران f(x)‏ متصل على الفترة [a , b]‏ اذا كان متصل عند كل نقطة من نقاط الفترة. 
مثال: 


اذا كان 


F(x) = 


ابحث Š‏ اتصال الاقتران على الفترة | 4 0 ] 
الحل: 
الاقتران يغير مساره عند ( 2 = (x‏ ويكون كثير حدود عند باقي نقاط الفترة 
.'. يكون الاقتران متصل على الفترة اذا كان متصل عند 2 = x‏ وعند أطراف الفترة 
x= 2‏ معرف عند l- f‏ 
lim f(x) = limx+1=2+1=3‏ -2 


lim f(x) = lim 2x -1=4-1=3 


x22. x22 
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3- 


^. lim f(x) = lim f(x) 23 
27 و‎ 


3 = سا .. 


f(2) = 3 


.8 الاقتران متصل عند 2 = x‏ ومتصل عند أطراف الفترة لأنه كثير حدود عندهاء وبالتالي يكون متصل على 


[0.4] الفترة‎ 
Limits of trigonomatric function نهایات الاقترانات المثلثية:‎ 


limsinx = 0 
x—0 


limcosx =1‏ 
x—0‏ 
نظرية: اذا كانت x‏ أي زاوية فان: 
Sinx‏ . 
lim =1‏ 


x0 X 


. 1-cosx 
lim ————— - 


×0 Х 


0 


مثال: 
جد النهاية لکل من الاقترانات اطثلثية التالية: 
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: 21 
د‎ limxsin— 


X—00 X 
. tan2x 
4- lim 
x20 X sec X 
1 sin5x 1 مو‎ 5, _ sin5x 
1- = = 
x20 3x хэд 5 3 xo0 5x 
— 3X 
3 
sin5x .. 7 
1 =li 1 
x—0 5x ۷-0 y 
. Sin5x 5 
nli سے‎ 
х-»0 3x 3 
1 sin ax a 
x—0 bx b 
x0 sin X 5 على‎ P و‎ 2 (0-25 
90 lim1 1 
= Hm— = —— — === 
x20 SIN X . sinx 1 
lim 
X x40 x 
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y—>?0 > 0: 


الحل: 
نفرض × 5 = 7 
وبشکل عام فان 


"e 
sin — 
X 


limxsin— = lim‏ د 


X—o x X—o 


x sin y 1 
yo0 y 
. tan2x . tan2x .. tan2x 
4. lim— —— - lim = lim 
x—0 x secx x—0 X x0 X 
COSX 

. tan2x , 

- lim :limcosx = (2)(1) = 2 
х0 x х0 
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.COS X 


limx^ -5x° +2x -10 


x27 
Nr 
lim 

xo5 Х-5 

.. X! -CAx *4 
lim 

х2 Х-2 

. × -4 
lim 

х4 Х-4 

I x -1 
lim 5 

x1 x^ —3x +2 
n) و‎ 
x30 x ( x +1 

. NX -1 
lim 

x31 Х-1 
x—22 
lim 


تمارد 
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1- جد النهايات التالية: 


2- جد النهاية لكل من الاقترانات التالية عند النقطة المبينة ازاء كل منها 


|2x-3|‏ — - 1۵ له 


х? –9 

x-3 
b) fx) = 

6 

x - Зх 
c) f(x) = 

5-x 

X 

2 
d) f(x) - 

1-x 

-X 
a) f(x) = 

x-1 

2х + 4 
b) f(x) = 8 

-2x + 12 
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×< 3 


x<3 


x> 0 
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3- ابحث في اتصال الاقترانات التالية: 


c) f(x) = 


d) f(x) = 


e) f(x) = 


f) f(x) = 


a) f(x) = 


Х х25 


h(x)= x ۰ (00 - — اذا كان‎ -4 


فهل dau (h O f)‏ عند x=0.x=2 x=8‏ 
5- جد قيمة m‏ التي تجعل f(x)‏ متصلاً في كل من الاقترانات التالية: 


2x! - 4 x>1 
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d) f(x) = 


a) 


b) 


с) 


d) 


b) f(x) = 


c) f(x) = 


sin x 


x> 0 


x <0 
x= 0 
x=0 
х +0 
х= 0 


6- جد dl‏ کل من الاقترانات امثلثية التالية: 
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sin 3x 


x>0 sin 2x 


. Х5ШХ 
g) lim — —— 
x201— cos x 


7 اذا كان 1+ لہ = f(x)‏ 


ig ع‎ h) 7 EGO 
h 


h—0 


8- اذا كان 1+ له f(x)»‏ 


x—4 Х-4 
الافقية والعمودية لکل من الاقترانات التالية‎ сэ 25 أوجد خطوط‎ -9 
3 
1( f(x) لح‎ 
8 ×-4 
1 
2 f(x)=— 
x 
4х? - 2x 
3) f(x) =—— n nÑ 
222+ 3:2-8 
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10- أوجد نهاية كل من الاقترانات التالية عندما 00 — х‏ 


يرم 4 


Е x e 
Зх? 5x? +15 


3) f(x) 


1- جد النهايات التالية: 


a 


ہے 
L—‏ 
o‏ -[ 


b) lim 


c) lim 


d) lim 


12- اذا كانت 
х>0‏ 1+ 3ج5 - 2x7‏ 


f(x) = 
х? e x«0 
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a) lim fx) b) lim fx) 
a) f) = —— 
Зх? - 5× +6 
b) f(x) = 
-1 
x7 -5x +6 
c) f(x) = 7 
-9 
. × و-‎ 
lim Е 
x23 х +3 


13- ارسم منحنيات كل من الاقترانات التالية: 


14- باستخدام تعريف النهاية اثبت أن 


5- جد النقاط التي يكون عند الاقتران f(x)‏ منفصل ان وجدت لكل من الاقترانات التالية: 


a) f(x) = 5 
Xx +1 
b) f(x) = 
A spe 
5 2x 
c) f(x) = —+ 
X x+4 
2x-1 
d) Е — 
x + 5-2 
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120 


التفاضل 


Differentiation 
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الوحدة الثالثة 


التفاضل 


Differentiation 


Rate of Change متوسط التغير:‎ 


اذا كان f(x)‏ اقتران معرف على الفترة (a , b)‏ ومنحناه Jig‏ الشكل التالي: 


(Хэ, Y2) 


(Ху y) | Ay 


Ax 


2-Х,‏ ویرمز له بالرمز ۸ وتقرأ دلتا x‏ والتغير Š‏ قيمة ۲ هي 
Ay=y,-y,=f(x,)—f(x,)‏ 


التغير في Ay y‏ 
ویکون متوسط gil‏ = د 2 
التغير في Ax x‏ 
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a) 


b) 


3 


a) 


b) 


3 


Ay = f(x,)-f(x) 


AX X, —X, 
مثال:‎ 
إلى 0.3 = ر× فجد ما يلي:‎ x, = 0.1 من‎  تريغتو‎ f(x) = x° - 2x +5 اذا کان‎ 
Ax. 
Ay. 
Ay 
Ax 
الحل:‎ 


Ax = x, - بع‎ = 0.3 0.1 = 0.2 
Ay = f(x) - f(x) 
= f (0.3) - f(0.1) 


= [ (0.3)? - 2(0.3) + 5] - [(0.1)? - 2(0.1) + 5] 


= 449 – 4.81 

= -0.32 
Ay _ -0.32 _ -1.6 
Ax 0.2 


ميل المماس: Slop of tangent‏ 
يعرف ميل الخط الستقیم على أنه فرق الصادات على فرق السينات 


وهذا التغير هو تعريف متوسط التغير 
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_ Ay 
Ax 


`. m 


أما معادلة الخط المستقيم فهي: 
(у-у) = m (х- х)‏ 
ومعادلة العمود هي 


ل« خی وا 


مثال: 
أوجد معادلة الخط الستقیم والعمودي عليه ا مار بالنقطتین )2 ,1( )4 ,3-) 
الحل: 
نجد في البداية ميل الخط الستقیم 
Р yo -Yi‏ 
X, Xi‏ 


Д-23 03.24 
—3-1 -4 2 


ومعادلة الخط المستقيم هي: 


1 
(y-2)= —(x-1 
y 35 ) 


2 со 
وو وو‎ 
- 5 
у= کے 2۷ کے دل عر ل‎ - × 
أما معادلة العمودي فهي‎ 
(у-у) = — (x-x) 


= )-2(- 16-1) 


= y-2 = 2(x-1) 


=> y-2=2x-2 
=> y=2x 
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أما ميل المماس للاقتران فانه يكون ميل الخط المستقيم من نقطة تماسه مع الاقتران ويكون هذا الیل هو 


نهاية متوسط التغير أي 
A f(x,)- fix‏ 
Х, -» х,‏ يلاج و( Ах-эд AX‏ 
اذا كانت 
x = x + Ах <= Ax=x,- x,‏ 
زر( 1 
Ax—0 Ax‏ 
مثال: 


جد ميل المماس للاقتران 1 + f (x) = 2x‏ عند 2= x‏ 


07 f(x, +Ax)— f(x) 5 f(2 + Ax)- f(2) 
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 


2(2 + Ax) key +1( _ 8+ 8۸» + 2(Ax)” +1-8-1 


= lim 
Ax—0 Ax, Ax 
2 
- im SAX (АХ) n8 جود‎ =8 
Ax—0 0ج۸‎ 


The derivative ا مشتقة:‎ 


تعريف: اذا كان f(x)‏ اقتران معرف على الفترة [a , b]‏ وكانت x, € (а, b)‏ فان مشتقة الاقتران f(x)‏ عند x‏ 
ху‏ = ويرمز لها بالرمز f(x)‏ هي 
f(x, - h)- f(x‏ 
f'(x,)- lim ( 1 ) ( )‏ 


0جط 
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ويرمز لها Lal‏ بعدة رموز منها 


dy y d 
ах’ dx 
مثال:‎ 
f )1( فجد‎ f(x) = 3x - 7 اذا كان‎ 
الحل:‎ 
PO gg (10 
0ج با‎ h 
A ERD EDET) 
h—0 h 
. 3+3h—7—3+7 
= lim— 
h—0 
= js -3 
0جط‎ h 
تعريف:‎ 
موجودة عند كل نقطة من‎ f اذا كانت مشتقة‎ (a , b) قابل للاشتقاق على الفترة‎ f يكون الاقتران‎ 
نقاط الفترة.‎ 
مثال:‎ 
۶" (х) فجد‎ f(x) = х? اذا كان‎ 
الحل:‎ 


lig 2109‏ = رم 
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x7 +2xh+ h7 2ع‎ 


f' (х) فجد‎ f(x) = 4X1 اذا کان‎ 


f'(x) = Ta بالضرب باطرافق‎ 


(1 بل‎ JVx+h+1+/x+1 
= Шп-----------Х ڇڪ‎ ээжээ. 
h>0 h jVx+h+1+Jx+1 


x (х+һ+1)-(х +1) 
һо h(x eh +1 x +1) 


= lim h 


n0 hx +h +1+ x +1) 


1 
= Jim —————————— 
вэд Jx Eh +1 + x41 


24x41 
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مثال: 


مثال: 


1 
f' (х) ход ×۶0 حيث‎ х) = — اذا كان‎ 
x 


۱ -1 
lim سے‎ 
محم‎ x(x +h) 


-1 


2 
x 


ملاحظة: نلاحظ من تعريف المشتقة عند x = x‏ أنها می المماس عند النقطة 
(x, f(x ))‏ حيث رمزنا ل Ax‏ بالرمز h‏ . 


نظرية: اذا كان f‏ قابل للاشتقاق عند x = x,‏ فان f‏ متصل عن x = Xx,‏ 


ملاحظة: عكس النظرية غير صحيح والمثال التالی يوضح ذلك 
مثال: 


اذا كانت f Jas f(x) = |x]‏ متصل وقابل للاشتقاق 
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الحل: 
أولا: نبحث في إتصال الاقتران 


نعيد تعريف الاقتران 


x x> 0‏ 
f(x) =‏ 
-Х х«0‏ 
نجد النهاية من اليمين ومن اليسار: 


lim f(x) = lim x = 0 
x—0* x—0* 


lim f(x) = lim—x = 0 


x90 x90 


> limf(x) - 0- f(0) 


х= 0 متصل عند‎ f ۰ 


ثانيا: نبحث في قابلية الاشتقاق من اليمين واليسار عند 0 = x‏ 


)0( - (ط+۵) رن _ f(0+h)-f(0)‏ 


f'(0) = lim 
0 h 0" h 
= lim — 2-1 
0 h 


. متصل ولكنه ليس قابل للاشتقاق‎ ٠ 
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Techniques of differentiation قواعد الاشتقاق:‎ 


1- اذا كان f(x) = c‏ حيث c‏ ثابت فان 


f'(x)= 0 


مثال: 
اذا كان 97 = f(x)‏ فجد (х)‏ "۶ 


f'(x) = 0 


2 اذا كان f(x) = х"‏ حيث n‏ عدد طبيعي 


۲۲ (х) =n x" فان‎ 


مثال: 
اذا كان f(x)-x‏ فجد (х)‏ "۶ 


f'(x) = 3% 


3- اذا کان h(a) , f(x)‏ اقترانين قابلین للاشتقاق فان 


(f + h)! (x) = £'(x) و(‎ 


مثال: 
جد مشتقة الاقتران 12 + fG)-x'-x‏ 


f' (x) = 4% - 2x + 0 


= 4x! - 2x 


4- اذا كان f(x)‏ اقتران قابل للاشتقاق وكانت k‏ عدد حقيقي فان 
k f” (x)‏ = 5و (k‏ 


مثال: 
جد مشتقة الاقتران f (x) = Зх? + 7x - 5x‏ 


£” (х) = (3) )3( + (7) (2)x - (5) (1) 


= 9х? + 14х- 5 
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5- اذا كان h(x) 4(х)‏ اقترانين قابلين للاشتقاق فان 


(f. h) ۲ (x) = £'G) . h (x) + f(x) . h'(x) 


مثال: 


f(x) = Qx = 4) (4x + 3) اه الاقتران‎ ds 


f(x) = (2x° - 4) (4) + (4х) (4x + 3) 


= 8x - 16 + 16x? + 12x 


= 24x! + 12x - 16 


Вт 
(h(x)) 


6- اذا كان h(x) , f(x)‏ قابلين للاشتقاق فان 


, h(x) z 0 
مثال:‎ 
1 1 
f(x) = = جد مشتقة الاقتران‎ 
x 
-1 
x2 
مثال:‎ 
d = 0 اذا كانت‎ 
dx x 


7- اذا كان ”× = f(x)‏ حيث п‏ عدد طبیعی 


f' (x) = -nx"' فان‎ 
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f'(x) فجد‎ f(x) = ۳ اذا كان‎ 
x 


مثال: 


m 


m,n © I حيث‎ f(%) = x” اذا کان‎ -8 


فان 
m n‏ , 
Ё()---Х‏ 
n‏ 


лу 


اذا كانت у= үх‏ فجد 
dx‏ 


3 
Бх) فجد‎ f(x) = x? اذا كان‎ 
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مثال: 


مثال: 


مثال: 

جد معادلة المماس للاقتران f(x) = Зх? - 4x‏ عند النقطة (1-, 1( 
الحل: 
معادلة ال مماس هي (y -y) = m(x - x)‏ 


.. نجد Š‏ البداية ميل المماس = m=f'(1)‏ 


f'(x) = 6x-4— /0( = (6) (0) - 422 
`. m-f(1) - 2 
معادلة المماس هي‎ 2. 


(y + 1) = 2 (х-1) 


2-2 -<1+ وج 


=> y=2x-3 
Derivatives of trigonometric function الاقترانات المثلثية:‎ 4322 
نعرف مشتقة الاقترانات المثلثية عن طريق الجدول التالى:‎ 
f(x) f '(x) 
sin X cos x 
cos x -sinx 
2 
tanx sec x 
2 
cot x ۔‎ CSC x 
sec x sec x tan x 
CSC x -CSC X cot x 
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مثال: 
جد مشتقة كل من الاقترانات التالية: 


a) f(x) = соѕх + 3 sin x 


b) f(x) =xtan x+ х? sec x 


с) f(x) = — +CSCX 
Sın X 
الحل:‎ 
a) f'(x) = - sin x + 3 cos x 
b) f'(x) = tan x + x sec’ x + 2x sec x + X° sec x tan x 
۳ 5ШХ-ХС05Х 
c) f '(x) = T csc X CO X 
Sin X 
مثال:‎ 
dy کے‎ 2 E 4-5. ї 
—— - 9607 X أن‎ cl y=tanx اذا كانت‎ 
dx 
الحل:‎ 
sin x 
y=tanx = 
COS X 


dy соѕх соѕх -sin x(-sin x) 


dx cos? x 


cos? x + sin x? 


cos? x 
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The Chain Rule قاعدة السلسلة:‎ 


z = h(x) , y = f(z) اذا كانت‎ 


فان 
dy dy dz :‏ 
me =—.— =(f -h)'(x‏ 
dx dz; dx ( 0‏ 
f'(z) . h' (x)‏ = 
f'(hQG) .h' (х)‏ = 
مثال: 
اذا كانت y-3z -5,z-x + 4х‏ 
Ф ua‏ 
di‏ 
الحل: 
Фу dy dz‏ 
dx dz dx‏ 
(6х) (3х? + 4)‏ = 
(x° + Ax) (3x! + 4)‏ 6 = 
مثال: 
اذا كانت у = (3x - 6 x)‏ فجد Зу.‏ 
dx‏ 
الحل: 
لتكن z = 3 x° - 6× — y = z°‏ 
dy dy dz‏ 
dx dz dx‏ 
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з-04(2)(6х-6) 


= 4(3х? - бх)? (6x - 6) 


y = (h (х))" نتيجة: اذا كانت‎ 


d 
a = n(h(x))" h'(x) فان‎ 


x 
مثال:‎ 
0 
2 فجد‎ y= (4x - 7(” اذا كانت‎ 
dy _ 2 dl 
= (3)(4х و‎ 
= 12 (4х - 7)? 
: مثال:‎ 
3 4 
نل ون‎ (2x—3) اذا كانت‎ 
۱ الحل:‎ 
y= (2x - 3)2 
d 3 
> = نل‎ -3( 2 
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Implicit differentiation الاشتقاق الضمنى:‎ 


هناك بعض الاقترانات هكن فصل المتغير x‏ عن المتغير y‏ فيها ولكن هناك بعض الاقترانات У‏ 
0 
уба‏ فصل التغیرات من بعضها البعض و مثل هده الافترانات عندما نشتق و اق CY‏ 


dx 
وسنوضح الاشتقاق الضمني عن طريق الامثلة التالية:‎ 
مثال:‎ 
dy 


2 2 5 5 
y +× =1 جر — للاقتران‎ 
dx 


الحل: 
يمكن ایجاد المشتقة هنا بطريقتين: 


الطريقة الاولى: نفصل اللتغيرات 


الطريقة الثانية: مخ به په ٧‏ 
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2 2 2 
y +2ху+х =y x 


dy dy dy › 
2у---2у-2Хх---2Х-2ух--- 
T y ٣ y E y 


67 2x -2xy)- y? - 2y -2x 


dy. Y —2y-2x 
dx 2у-2х-2ху 


dy dy 
—— = COS X + X— 
dx y(y d) 


dy 
= ¥ COS XY + X COS Xy — 


y cos xy‏ = ون 
dx dx‏ 
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جد — للاقتران 
d‏ 


y = sin (xy) اذا كانت‎ 


dy |, 
—— „Лә 
dx ` 


مثال: 


مثال: 


Ya- X cos Xy) = y cos xy 
dx 


dy | ycosxy 


dx 1-xcosxy 
Higher derivatives امشتقات العليا:‎ 


0 
484 الاقتران Кх)‏ هى - = f'(x)‏ وتسمى المشتقة الا وی 
مشتقة x Š‏ 


5 а? | 
وتسمى المشتقة الثانية‎ f” (x) = 2 ومشتقة الاقتران 60" هي‎ 
dy 
ومشتفة الاقران ا < ار وتسمی الشتفة التالقة‎ 
(n) ا‎ ` С s. 
j ہر رب‎ eu 
x" * 
مثال:‎ 
y = sin x جد المشتقة الثالثة للاقتران‎ 
الحل:‎ 
у = sin” x 
Jy المشتقة‎ 
dy 
dx = 2 sin x cos x 
المشتقة الثانية‎ 
42 
тос 2cos? x - 2sin? x 
X 
ا مشتقة الثالثة‎ 
d'y | 
ته‎ = -4 cos x sin x - 4 sin x cos x 
X 


= - 8 cos x sin x = -4 sin 2x 
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تعريف: 

اذا كانت المسافة التي يقطعها جسم معطاه بدلالة الزمن КО)‏ فان 
السرعة = مشتقة المسافة بالنسبة للزمن» وايضاً التسارع = مشتقة السرعة بالنسبة للزمن = المشتقة الثانية 
للمسافة بالنسبة للزمن, أي: 


01 

ys dt السرعة‎ 
dv 1 

a= "dE de التسارع‎ 


مثال: 
يتحرك جسیم Š‏ المستوى وفق العلاقة 7 + 4 - 30 = f(t)‏ حيث f‏ المسافة بالامتار. جد بعد 
ثانيتين من بدء حركته 
1- المسافة التي قطعها الجسيم 
2- سرعة الجسيم. 
3- تسارع الجسيم. 


الحل: 
1- السافة التي يقطعها الجسيم بعد ثانيتين هو 7 + (2) 4 - °)3(2 = )2( f‏ 


= 24 - 16 +7 = 15m 


01 5 
v=—=9t -8t السرعة‎ 2 
dt d 


.. v(2) = 9(2)° - 8(2) = 20m/s 


dv 
а = — = 18t -8 التسا‎ -3 
dt 5 


<. d(z) = )18()2( - 8 7 
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مثال: 


قذف جسم رأسياً للاعلى فاذا كان ارتفاع الجسم بعد ثانيةهو 
f = 36t - 9t‏ حیث f‏ مسافة بالامتار. إحسب 


-T‏ أقصى ارتفاع يصل اليه الجسم. 
ب- الزمن الذي يبقى فيه الجسم فوق مستوى سطح الارض. 


الحل: 
أ- عند اقصى ارتفاع تكون 0 = v‏ 


у= 36 – 181=0 => 1= 2‏ 
۰ أقصى ارتفاع يصل اليه الجسم f (2) = (36) (2) - 9 (2) = 36m‏ 


ب- الزمن الذي يبقى فيه الجسم فوق مستوى سطح الارض = 
زمن الصعود + زمن النزول 


=2+2 = 45 


التفاضلات: Differentials‏ 
Ау : TE‏ 
رمزنا Š‏ بداية هذه الوحدة ملتوسط التغير بالرمز pos‏ 


Ay _ f(x + Ax)- f(x) 
Ax | Ax 


واذا كانت Ax = h‏ فان 


Ay _f(x+h)—f(x) 
Ax ` h 
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وبأخذ النهاية للطرفين 


lim AY کل‎ чин 


بط AX‏ 0ج۸ 


ومن تعريف المشتقة فان 


; 0 
m (x)‏ 
ау = f'(x) -dx‏ = 
حيث dy‏ تسمى تفاضله у‏ (مقدار 52051 في المتغير (y‏ 
dx‏ تسمى تفاضله ‏ (مقدارالزيادة في المتغير (x‏ 
مثال: 
اذا كانت 3 + у= x° - 2x‏ وكانت 0.2- = dx‏ فجد dy‏ عند 2 = x‏ 
الحل: 
dy = f ' (x) . dx‏ 
(2x - 2) . dx‏ = 
Q) - 2) (-0.2)‏ (2)) = 
(0.2-) )2( = 
0.4- = 
مثال: 
قدر نصف قطر بالون كروي cm‏ 12 تقريباً مع خطأ في القياس اقصاه cm‏ 0.05 جد اكبر خطأ في 
قياس الحجم 
الحل: 
نق = ×» الحجم у=‏ 


x = 12 , dx = 0.05 


4 3 
y y TU حجم الكرة هو‎ 
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اب شو 


= Anx^ -dx 
= 4n(12) (0.05) = 28.8лст" 
مثال:‎ 
(1.02)* جد قيمة تقريبية للمقدار‎ 


الحل: 
نفرض اقتران у-х‏ حيث dx = 0.02: x=1‏ 
فتكون قيمة المقدار = y + dy‏ 
نجد في البداية dy‏ 
dy = f ' (x) . dx‏ 
4x°. dx‏ = 
)0.02( )4(1- 
0.08 = 
y + dy‏ = °)1.02( .2 
y=(1)°=1‏ 


2.(102/ 1 + 0.08 = 1.08 


144 


a) 


b) 


3 


a) 


b) 


fx) = 2 - 1 


fx) = 1- x° 


Қх) = J3x - 4 


f(x) = sin x 


f(x) = h (x) .1 (x) 


бх) = Vx 


у = (2х? - 3x + 4) (х? - 4) 


х-2 


45 x-1 


٨ 2 
y = (sin x + cos x) 


تمارين 


1- جد ميل المماس للاقترانات التالية عند النقطة ازاء كل منها 


2- جد معادلة ا مماس والعمودي لكل اقتران Š‏ السؤال السابق. 


3- باستخدام التعريف جد مشتقة الاقترانات التالية: 
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f) y= соб 4x? 


3 2 
g) ух-ух-х 


X 
io 2 == 6 
y + 

٢ 1‏ ره _ ہےے. dn‏ 
5- اذا كانت X‏ 5111 = 2و =Z‏ ۷ فجد س 
dx‏ 

dn 

6- اذا كانت Зп?‏ - مم , 5 +32 - m-x‏ فجد — 

dx 


7- جد 48:44 الثانية والثالثة لكل من الاقترانات التالية: 


a) f(x) = 3x! - 5х? + бх 


b) f(x) = tan x 


2+1 
c) f(x) = 7 
Х 


d) yx+2x = y 


8- نصف قطر قرص دائري 10 بوصات تقريباً مع احتمال Š‏ الخطأ مقداره )0.09( بوصة باستخدام 
التفاضلات جد أكبر خطأ في قياس مساحة وجه القرص. 


9- إستخدام التفاضلات لحساب الزيادة في حجم مكعب اذا تغير طول ضلعه من cm‏ 8 الى مب 8.1 


0- جد قيمة تقريبية للمقدار 43.9 
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1- جد قيمة تقريبية للمقدار 5 - )4(2.01 + )3(2.01- )2.01( 

2- قذفت كرة الى الاعلى فاذا كان ارتفاع الكرة بالامتار بعد t‏ ثانية من بدء حركته معطى بالعلاقة f-t'‏ 
2 - فجد : 
أ- اقصى ارتفاع يصل اليه الجسم. 
ب- السرعة عندما تعود الكرة وترتطم بالارض. 

3- أوجد الاقتران x) = a + bx + c‏ ( 8 63-09 منحناه ghi‏ محور x‏ عند 
1= × ويقطع محور y‏ عند 2- = ر ومیل مماسه .m=-1‏ 

14- آوجد ميل المماس للاقتران 0 = ڈرو - y, + x!‏ + ”س عند النقطة )2,1( 


15- أوجد معادلة ال مماس للاقتران 5 + x‏ - ج3 = f(x)‏ ‹ عندما يكون العمودي عليه موازیاً للمستقيم y=‏ 
5x +3‏ . 


16- يتحرك جسیم Š‏ خط مستقيم وفق العلاقة 1 + 67 - f = C‏ حيث f‏ بالامتان t‏ بالثواني أوجد: 
أ- المسافة والسرعة عندما يكون التسارع = صفر. 
ب- المسافة والتسارع عندما تكون السرعة - صفر. 

7- أثبت أن الاقتران 


f (x) = x +2 xA 
x=1 متصل ولكن غير قابل للتفاضل عند‎ 
والتى تحقق امعادلة‎ y-asin3t حيث‎ a جد قيمة‎ -18 


42 
y = 4sin 3t - 2y 
dx 


19- مكعب قيس طول ضلعه فكان 25cm‏ بنسبة خطأ 0.1 + جد الخطأ في قياس حجم المكعب . 
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0- اذا كان 


f (x) = x 1۔‎ x<1 


فما هي قيمة k‏ التي تجعل الاقتران متصل وقابل للاشتقاق . 
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ده سقات ال اضل 


Application of differentiation 
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الوحدة الرابعة 
تطبيقات التفاضل 


Application of differentiation 


ا معدلات المرتبطة بالزمن: Related rates‏ 


عرفنا في الوحدة السابقة أن متوسط التغير گا ومعدل ssa‏ © هو معدل التغير في y‏ بالنسبة ل × 
il X X ١‏ 
dx‏ 


آما اذا كان التغير بالنسبة للزمن فان التغير في y‏ هو E args Z‏ 


مثال : 


يتمدد نصف hö‏ بالون كروي معدل 2cm/s‏ جد معدل الزيادة في 
مساحة سطحه عند r= 10cm‏ 


الحل: 
Š‏ البداية نحدد العلاقة بین مساحة السطح ونصف القطر وھی 
А = 4T‏ 


نجد معدل التغير Š‏ المساحة بالنسبة للزمن وهي 
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r “Чат = 2cm/s 
dt 


2 a = (8)(10)л(2) = 1602222 /s 


مثال : 
خزان sls‏ اسطواني الشكل فيه ثقب من أسفل يخرج منه eL‏ معدل 0.05m°/s‏ جد سرعة 
انخفاض ارتفاع «UI‏ في الخزان اذا كان نصف قطر الخزان 2m‏ 
الحل: 
نحدد العلاقة بين حجم اماء وارتفاعه وهي: 
V= Th‏ 
حيث V‏ = تمثل الحجم. h‏ = الارتفاع » ۲ = نصف häll‏ وهو ثابت 
نجد معدل التغير في الحجم بالنسبة للزمن ومعدل التغير في الارتفاع بالنسبة للزمن 


dv d dh 
dt dt 
dv 


EOE 
dt 


dh. -0.05 _ - 0.0125 سس‎ 
` dt 41 1 


/5 


مثال : 


رجل طوله مترين يسير بسرعة 8km/h‏ مبتعداً عن مصباح معلق على ارتفاع 32m‏ فوق سطح 
الارض جد معدل تزايد طول ظله. 
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الحل: 
نرى في الشكل أن ارتفاع المصباح عن الارض Jie‏ القطعة المستقيمة ab‏ وطول الرجل cd‏ وطول 


de الظل‎ 
b 
c 
a e 
x d y 
de = y نفرض أن‎ 
ad=x 
ينتج أن‎ cde , abe من تشابه المثلثين‎ ۰ 
Ус, 
у+х 32 
بالضرب التبادلي‎ 
32y = 2x + 27 
327 - 2y = 2x 
307 = 2x 
15y =x 
= ja کپ‎ 
d dt 
dt 
dy 8 
— -—km/h معدل الزيادة فى طول الظل‎ .'. 
ЕЕ ФАЛ لزيادة في طول‎ 
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مثال: 


مكعب من الثلج يذوب بحيث يتناقص طول ضلعه بمعدل 0.1cm/s‏ جد معدل التناقص في 
حجمه في اللحظة التي يكون فيها طول ضلعه 5cm‏ 


الحل: 
العلاقة بين الحجم (v)‏ وطول ضلعه (x)‏ هي: 
у= х?‏ 
D = Зх? s‏ 
dt dt‏ 
x- s = 1‏ 
dt‏ 
۰ | 
dt‏ 
--7.5сш 8‏ 
مثال: 


مثلث حديدي متساوي الاضلاع طول ضلعه (10cm)‏ فان سخن على النار فان مساحته تتغير 
معدل .15cm"/s‏ جد معدل التغير في طول ضلعه . 
الحل: 
1 
مساحة المثلث = x‏ القاعدة х‏ الارتفاع 
2 
فاذا رمز لطول ضلع المثلث بالرمز х‏ فان ارتفاعه 60 h = x sin‏ 


<h 3 
2 
ج‎ А = (за: 
2 2 
43 د‎ 
چوس‎ 
4 


14 


کے کل _ ۵۸ 


d 2 d 
dA _15 , x-10 
dt 


s 2 род 
2 dt 


dx 30‏ 
5 ۷3ہ = سے — 
ا ЭМ‏ 


فترات التزاید والتناقص: 


Intervals of increase and dearease 


لو نظرنا إلى هذا الاقتران نرى أنه يتزايد في الفترة [ab]‏ ويتناقص Š‏ الفترة [b,c]‏ ثم يعود ليتزايد 
في الفترة [od]‏ » ولتعريف التزايد والتناقص نأخذ التعريف التالی: 
تعريف: 

اذا كان f(x)‏ معرف على الفترة [a,b]‏ وكان x, x, Є [ab]‏ فان: 


-Í‏ يكون الاقتران f‏ متزايد على الفترة [а,Ь]‏ اذا كانت 


x, < x, — fx) < f(x) 
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ب- يكون الاقتران f‏ متناقص على الفترة [a,b]‏ اذا كانت 
fx) > fx)‏ جح x, > x,‏ 
ج- يكون الاقتران ثابت اذا كانت 


x, > x, — fx) = f(x») 


مثال: 
ابحث في فترات التزايد والتناقص للاقتران f(x) = х?‏ 
الحل: 


نلاحظ من خلال الرسم أن 
الاقتران متزايد على الفترة 
)00 , 0[ 

ومتناقص على 


الفترة ]00,0-( 


نلاحظ هنا أننا اعتمدنا على الرسم في تحديد فترات التزايد والتناقص ولكن هذه الطريقة ليست فعالة في 
كل الاحيان ولذلك لابد من طريقة أخرى لتحديد فترات التزايد والتناقص وهذه الطريقة هي طريقة 
Аё‏ الاولى. 


نظرية: 
اذا كان اقتراناً متصلاً على الفترة 221211 [a,b]‏ وقابلاً للاشتقاق على الفترة المفتوحة (а,Ь)‏ فان: 


أ- ۶ يكون متزايداً على الفترة [a,b]‏ اذا كانت f'(x) < 0, V x € (а,Ь)‏ 
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f -—‏ يكون متناقص على الفترة [a,b]‏ اذا كانت (x) < 0, V x € (ab)‏ 4 
اذا کان ۶ اقتراناً قابلاً للاشتقاق وكانت 0 = (x)‏ ' ۶ أوغير معرفة فان 
(ху, f(x.)‏ تسمى نقطة حرحة للاقتران .(Critical Point)‏ 


مثال: 
باستخدام المشتقة الاولى جد فترات التزايد والتناقص والنقاط الحرجة لكل من الاقترانات التالية: 
a) f(x) = 1 + 4x - x‏ 
b) f(x) = x! - бх? + 9x + 13‏ 
8x‏ - مه = c) f(x)‏ 
الحل: 


а) f(x) = 1 + 4x - x 
البداية اطشتقة الاو لی ونساويها بالصفر‎ Š نجد‎ 
۴' © -4- 2х= 0 


رو و 


меси 


۰ يكون الاقتران متزايد على الفترة ]2 , 00-] 
ومتناقص على الفترة )90 , 2] 
آما النقطة الحرجة فهي (5, 2) 
b) f(x) = x° - 6x! + 9x + 13‏ 


f'(x) 23x - 12x 43920 
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بالقسمة على )3( 


x -4х-3-0 
=>> (х- 3) (х-1)=0 


—»x-1,x-3 


№ چو د ا سے س ++++++++ 


)-00 , 1] U [3 , oO) الفترات‎ à یکون الاقتران متزايد‎ ۰ 
[1 , 3] على الفترة‎ уа шаа 
(3,13) (1 , 17) أما النقاط الحرجة فهي‎ 
с) f(x) = 4x° - 8x° 
f” (x) = 16x - 16x 
16 بالقسمة على‎ 
х-х-0 
— x £ -1( =0 


—»x-0,x-1,x--l 
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۰ يكون الاقتران متزايد على الفترات )90 , 1] U‏ ]0 ,1-[ 
ومتناقص على الفترات ]1 , 0[ U‏ [1- , 00-) 

آما النقاط الحرجة فهي (4- CL,‏ , (4- , 1) ,)0,0( 
مثال: 


جد النقاط الحرجة للاقتران × - fx) =x ١/4‏ 
الحل: 
نجد المشتقة الاولى وتساويها بالصفر 


: ] د‎ )۴()-27( 
f (x) = N4 + = 0 
— 21/4 - x? 


= ү4-х? = х 
4- x° 
بالضرب التبادلي‎ 
4- x= х? 
2x! = 4 
= x = 
= x=+.2 
20 ۳ی‎ va deed Go 


- C2) 22 


القيم القصوی: Extrema Values‏ 
تعریف: 

لیکن f(x)‏ اقتران معرف على الفترة [a,b]‏ فاذا وجدت فترة مفتوحة [c,d]‏ تحوي x,‏ فان: 
َد f(x)‏ تسمی قيمة عظمی محلية Local Maximum Value‏ اذا كان 


f(x) > f(x) , V x € [a,b] A [c,d] 
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ب۔ f(xi)‏ تسمى قيمة صغرى محلية Local Minimum Value‏ اذا كان 
f(x) < х), Ух є [a,b] r [c,d]‏ 
تسمى القيم العظمى والصغرى قيماً قصوى. 
ملاحظة: 
تكون القيمة القصوى مطلقة اذا كانت [c,d] = [а,Ь]‏ 


مثال: 


الشكل التالي هثل منحنى الاقتران f(x)‏ في الفترة ]0,6[ حدد القيم القصوى للاقتران 


للاقتران قيمة عظمى محلية عند 0 = x‏ هي 5 = f(0)‏ وايضا عند 5= x‏ هي 6-(1)5 

ويوجد للاقتران قيمة صغرى محلية عند 2 = x‏ هي 1 = f(2)‏ وايضاً عند 6 = x‏ هي 3 = f(6)‏ 
Ul‏ القيم القصوى المطلقة فهي 5 = f(0)‏ فهي قيمة عظمى مطلقة 

f(2) -1‏ وهي قيمة صغرى مطلقة 
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مثال: 


اذا كان f(x) = x°‏ معرف على R‏ فهل للاقتران قيم قصوى 


نرسم الاقتران ويكون شكله ц3У5‏ 


نلاحظ من خلال الرسم أن الاقتران لا يحوي أي قيم قصوى 


ملاحظة: 
اذا كانت fix)‏ قيممة قصوى فان 0 = '(x)‏ #أوغيرموجودة 
ولكن العكس ليس بالضرورة أن يكون صحيح. 


والمثال السابق Jo‏ على عدم صحة عكس النظرية حيث 0 = )0( " f‏ لکن لا يوجد قيمة قصوى عند = × 
0 


مثال: 
جد القيم القصوى للاقتران f(x) = 4 - x°‏ 
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الحل: 


ونلاحظ أنه يوجد قيمة عظمى عند 0 = × 
هي 4 = f(0)‏ 

وايضاً نلاحظ أن 0 = x‏ ج 0 = ×2 = Ё (x)‏ 
أي 0= )0( ۶۷ 

نظرية: (إختبار 482211 الاولى) 


اذا كان f‏ اقتران متصل على الفترة [ab]‏ وقابل للاشتقاق على الفترة (ab)‏ وکانت (x, , f(x)‏ نقطة حرجة 
للاقتران f‏ فان: 


أ- f(x,)‏ قيمة عظمى محلية اذا كان 
f'(x) Z0, Vx € (a.x),f'(x) S0, V x € (x,, b)‏ 
ب۔ f(x)‏ قيمة صغرى محلية اذا كانت 


f'(x)S0,Vx€(a,x),f”(x)20,V x € (x,, b) 


وبشكل مبسط يكون للاقتران قيمة عظمى محلية عند x,‏ اذا تغير الاقتران عندها من متزايد الى متناقص 
ويكون للاقتران قيمة صغرى محلية عند x,‏ اذا تغير الاقتران عندها من متناقص الى متزايد. 
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مثال: 


جد القيم القصوى للاقتران 8 f(x) = x'-‏ 


Ё (x) = 4x! - 16x = 0 نجد أولاً‎ 
ج‎ 4×) - 4( =0 
=>> x=0,-2,2 


ثم نحدد مجالات التزايد والتناقص للاقتران بالشكل الاقي: 


-2 2 


نلاحظ أن الاقتران يتغير من متناقص الى متزايد عند х--2‏ 
.. يوجد قيمة صغرى محلية عند 2- = x‏ هي 16- = f(-2)‏ 
وايضا يتغير الاقتران من متناقص الى متزايد عند 2 = × 
.. يوجد قيمة صغرى محلية عند 2= x‏ هي 16- = Қ)‏ 
ويتغير الاقتران من متزايد الى متناقص عند 0 = x‏ 
وبالتالي يوجد قيمة عظمى محلية عند 0 = x‏ هي 0 = f(0)‏ 
مثال: 

جد القيم القصوی للاقتران f(x) = (x + 5) (х7-4)‏ 
الحل: نجد 

£' (x) = (x? - 4) + (x +5) (2x) 
= x -442x + 10x 


=>> 3x +10x-4=0 
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_ -10+ 1/148 -104122 
1 6 5 6 


= 0.37, -3.7 


x 


(. مجالات التزايد والتناقص هي: 


.". يوجد للاقتران قيمة عظمى محلية عند 3.7- = x‏ وهي 9.69 = f(-3.7)‏ 


ويوجد للاقتران قيمة صغرى محلية عند 0.37 = x‏ وهى 20.74- = f(0.37)‏ 


نظرية: (إختبار 485441 الثانية) 
لیکن f‏ اقتران متصل على الفترة [аЬ]‏ قابل للاشتقاق مرتين على الفترة (а,Ь)‏ فاذا كان = f' (х)‏ 
0 حيث x, € (ab)‏ فان : 
أ- f(x,)‏ قيمة صغرى محلية اذا كان 0 > (х)‏ "£ 
ب- f(x.)‏ قيمة عظمى محلية اذا كان 0 < (х)‏ "£ 
مثال: 
جد القيم العظمى والصغرى للاقتران f(x) = x' - 8х?‏ 
الحل: 
نستخدم اطشتقة الثانية في تحديد القيم العظمى والصغرى للاقتران f‏ 
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۶۷ (x) = 4% - 16x = 0 
=> 4x (x° - 4) = 0 


=>> x=0, -2,2 


Ё” (х) = 122 -16 


31 


۶۲ (x) cosx=0 — x "y 


یم 


f” (x) = -sin x 


نجد المشتقة الثانية 


f” )0( = -16 >0 عظمى محلية  0- (۴)0 ج‎ ¿aŠ 


قيمة صغرى محلية 16- = f(-2)‏ ج 0 > وو = )2-( f”‏ 


قيمة صغرى f" )2( - 32 < 0 > ۶02( = -16 ile‏ 
مثال: 

اذا كانت f(x) = sin x‏ معرف على الفترة ]270 , 0[ 
فجد القیم العظمی والصغری للاقتران f‏ 
الحل: 


< وه " - T‏ نے .= T‏ 424 
مەس ددد + 


31 31 
قيمة zo‏ 1= |1 15=| إ۶ 
— )2 )2 


وايضاً (160 , fT)‏ قيم قصوى لانها اطراف الفترة. 
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مجالات التقعر ونقاط الانعطاف: Concavity and inflection point‏ 
نظرية: 

لیکن f‏ اقتران متصل وقابل للاشتقاق على الفترة [a,b]‏ فان: 
أ- منحنى f‏ مقعر للاعلى في الفترة (a,b)‏ اذا كانت 0 > f” (x)‏ لكل قيم × Š‏ الفترة (а,Ь)‏ 
ب- منحنى f‏ مقعر للاسفل في الفترة (a,b)‏ اذا كانت 0 > f (х)‏ لكل قيم x‏ في الفترة (а,Ь)‏ 
مثال: 


جد مجالات التقعر للاقتران 


f'(x)=x +x x 


f" (x) = 3x! + 2x -1 = 0 


1 
(3x-1)(x+1)=0 => x= — , -1 
3 
+++++++++| -------- ++++++++ 


Ww I= 


يكون الاقتران مقعر للاعلى Š‏ الفترات 


1 
(-90,-1)U(— , ©) 
3 


1 
ويكون مقعر للاسفل في الفترة Cl.‏ <( 
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مثال: 

اذا كان 12 + (f(x) = x° - 32x.‏ فجد ما iuo‏ 
أ- مجالات التزايد والتناقص للاقتران 
ب- القيم القصوى. 
ج- مجالات التقعر. 
الحل: 
-Í‏ لایجاد مجالات التزاید والتناقص نجد المشتقة الا وی 

Ё (х) = 4x° - 64x = 0 


=> 4x (x -16) = 0 دع‎ 0 , -4 , 4 


يكون الاقتران متزايد على الفترات )0 , 4] U‏ ]0 , 4-] 
ويكون متناقص Š‏ الفترات ]4 , 0[ U‏ [4- , 00-) 

ب- أما القيم القصوى فهي: 

- قيمة عظمى عند 0 = x‏ وهي 12 = f(0)‏ 

ЗАД -‏ صغرى عند 4- = x‏ وهي 244- = (4-)1 

- قيمة صغرى عند 4 = x‏ وهي 224- = (1)4 


ج- لايجاد مجالات التقعر نجد اطشتقة الثانية وهي: 


1 0 = 12%7 - 64 


4 
i ۱ 


l| = 
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ہے ےھ حر سط 


++++++++ -------- | ل + 4 4+ ۹ 


4 
.'. يكون الاقتران مقعر للاسفل في الفترة = 


ويكون مقعر للاعلى Š‏ الفترات ZEE‏ | 


اذا كان f(x)‏ متصل عند x = x,‏ فان: 
-Í‏ النقطة (x, , f(x)‏ تسمی نقطة إنعطاف لمنحنى الاقتران f(x)‏ اذا كان منحنی f‏ يغير اتجاه تقعره 


عندها. 


ب- تسمى الزاوية (0) التي یصنعها مماس المرسوم من النقطة (хү, fíx))‏ مع محور السينات الموجب 


! 


زاوية للانعطاف حی & tn Ө = f (х)‏ واذاكاانت 


(x) = 0‏ ۴ فان نقطة الانعطاف تسمى نقطة انعطاف افقي ويكون قياس زاوية الانعطاف = 0 


نظرية: 


اذا كانت (x, , f(x,))‏ نقطة انعطاف فان 0 = f (x)‏ أو غير موجودة. 
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مثال: 


جد نقاط وزوايا الانعطاف للاقتران f(x) = x° -3х + 2х‏ 


f' (x) 23x! - 6x + 2 


f''(x) 6Х-6-0-2х-1 


“маны, “Р. 


------------ ++ ++ + + + + + + + + + 


.. يوجد dai‏ انعطاف عند 1 = × حيث 20 f(1)‏ 
.'. نقطة الانعطاف هي )1,0( 
للايجاد زاوية الانعطاف 


tan 0 = f(1) = -1 
= سے‎ 

4 

مثال: 


اذا كانت f(x) = x°‏ فجد: 
أ- النقاط الحرجة. 
ب- نقاط الانعطاف وزوايا الانعطاف 
الحل: 
(х) -3Х-0-Эх-0-‏ ۶۲ 


.. يوجد daB‏ حرجة عند 0 = x‏ هي )0,0( 
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f"(x) = 6» =0 2 × =0 ب۔‎ 


"duum cu 


------------ ++ ++ + + + + + + + + + 


.~ يوجد عند 0 = × نقطة انعطاف هي )0,0( 
tan 0 =0 2 0-0‏ 
+ نقطة الانعطاف هذه تسمى نقطة انعطاف افقي. 
رسم النحنیات: Curve Sketching‏ 
لرسم منحنى الاقتران f(x)‏ نتبع الخطوات التالية: 
1- نجد نقاط تقاطع منحنى f(x)‏ مع محور х‏ وذلك بجعل 0 = f(x)‏ 
2- نجد نقاط تقاطع منحنى f(x)‏ مع محور y‏ وذلك بجعل 0 = × 
3- نجد فترات التزايد والتناقص. 
4- نجد النقاط الحرجة والقيم القصوى. 
5- نجد فترات التقعر. 
6- نجد نقاط الانعطاف. 
7 نرسم منحنى الاقتران ZL‏ على المعلومات السابقة. 
مثال: 
ارسم منحنى الاقتران 2 + f(x) = × - 3x‏ 
الحل: 


fx) = x - 3x +2 = 0 


(x -2) (x -1( = 0 


-х-1,2 
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2- نجد تقاطع المنحنى مع محور Y‏ 
y=f(0)=0-(3) (0) +2= 2‏ 


3- لايجاد فترات التزايد والتناقص 


f'(x) 22x -320—» x 


۱-۳ ۱ е 


2 


۰ متناقص في الفترة )2=-| 
پر می 3 
ومتزايد في الفترة ЕЭ‏ 


B] -1 3 ۲ "E 
f| - يوجد قيمة صغرى محلية عند ری د‎ -4 


5- لایجاد فترات التقعر 


f'"(x) =2>0 


٭. يكون الاقتران مقعر للاعلى على R‏ 
6- لا يوجد نقاط انعطاف للاقتران 
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بتطبيق النقاط السابقة على ا مستوى يكون منحنى الاقتران بالشكل التالي: 


f(x) = x° - Ax 


x - 4 =0 
— x (х-4)-0 


-х-0,4 


۶۲ (x) = 4x! - 12 = 0 
ج‎ 4x (x — 3) = 0 


=>> x=0,3 
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ارسم منحنى الاقتران 


الحل: 
blä -1‏ تقاطع المنحنى مع محور X‏ 


blä -2‏ تقاطع ال منحنى مع محور y‏ 
x=0 —y=0‏ 


3- فترات التزايد والتناقص 


متزايد على الفترو )00 , 3[ 
متناقص على الفترة |00,3-( 
4- يوجد للاقتران قيمة صغرى عند 3 х=‏ هي 27- = (1)3 
5- فترات التقعر 
f''(x) = 12x! - 24х = 0‏ 
12x (x -2) = 0‏ — 


x=0,2‏ ہے 


СЭЭР” Го ЭРТ, 


+++++++++| -------- ++++++++ 


يكون الاقتران مقعر للاعلى Š‏ الفترات )00, 2[ U‏ ]0 , 60-) 
ويكون مقعر للاسفل في الفترة ]2 ,0[ 
blä -6‏ الانعطاف هي عند 0= x‏ وعند 2= × 

وبتطبيق هذه النقاط نحصل على ا منحنی التالي: 
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-27 


مسائل عملية على القيم القصوى: Applied extrema Problems‏ 
أهم خطوة من خطوات حل المسائل العملية هي تحديد العلاقات بين المتغيرات وجعل العلاقة 
اکبر (اصغر) ما هکن بمتغير واحد فقط. 
مثال: 
Я ЭР‏ 2 1 
مصنع لانتاج العاب الاطفال ينتج x‏ لعبة Š‏ اليوم بتكلفة مقدارها | 20 — p + 3x‏ 


obo»‏ ويبيع اللعبة هبلغ )6 - (9x‏ دينار. أوجد عدد الألعاب التي يجب انتاجها حتى يكون ربحه أكبر ما 
يمكن وما هو ربحه فيها 


الحل: 
الربح - سعر البيع - سعر التكلفة 


1 
w = (9x - 6) - 6 +3x—20 


t; 
=9x-6- Эс - 3x 4 20 
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——x + 6+ 4‏ = 
لایجاد اکبر ربح ممكن نجد قيمة عظمى ل x‏ 
w = +6 >0‏ 
x=6‏ ما 
w'" -2-1«0‏ 


.. عدد القطع الواجب بيعها حتى يكون ربحه أكبر ما هکن هي ستة ألعاب Š‏ اليوم 


ويكون ربحه في هذه الحالة 
1 
E (6) + 14‏ وت 


= -18 + 36 + 4 


= 32 J.D 


مثال: 


جد أقرب نقطة على منحنی 3— f(x) = VX?‏ للنقطة )4,0( 


نفرض النقطة على منحنی f‏ هي (х,у)‏ 


۰ من قانون المسافة بین نقطتين 


а= J(x-4y +(y- 0 


وبتعويض قيمة 3- у= үх”‏ تصبح 


d= J(x - 4) + )× —3) -(х-4) + (x° - 
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+(x? -3(( 2 (2(x — 4) +2x)‏ رو ge‏ او 


4x —8 
=0 
2 (x-4) + 2-3 


..4x-820—»x-2 


معرفة ما اذا كانت هذه النقطة قيمة عظمى el‏ صغرى نجد مجالات التزايد والتناقص 


لتحديد اشارة الاقتران نأخذ البسط فقط وذلك ОУ‏ امقام دائماً موجب (الجذر التربيعي) 


----------9Ж‏ ي 


2 


من املخطط أعلاه نلاحظ أنه عند 2 = × يوجد قيمة صغرى 


۰ تكون النقطة هي )2,1( = ))2( f‏ , 2) 


مثال: 


جد ارتفاع الاسطوانة الدائرية القائمة ذات أكبر حجم والتي هکن رسمها داخل مخروط دائري 
قائم نصف قطره 5cm‏ وارتفاعه 10cm‏ 


17 


الحل: 

لنأخذ مقطع عرضي للمخروط والاسطوانة كما في الشكل 

اكبر حجم ممكن للاسطوانة التي نصف قطرها x‏ 

a هو:‎ h وارتفاعها‎ 
v = ХЪЛ 


ولايجاد العلاقة بين x‏ و h‏ نأخذ المثلثين 


abi,dbf 
e d ЕСА 
Шэ) 4556: يتشابه المثلثان في‎ 
h ومن التشابه ينتج أن‎ 
Я b dt bf 
g 1 x f ai bi 
5cm — 
لكن‎ 
h 5-x 
df=h,ai=10cm,bf=5-x,bi=5 > — = —hz10-2x 
10 5 
MES (10 - 2x) 
= T (10x? - 2х?) 
v! = T (20x - 6х?) 
2х (10 - Зх) = 0 
10 
х= 0,х= — 
З 
v" = T (20 - 12x) 
v" (0) 220150 
قيمة صغرى‎ 
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ub) - E е e) = 207 «0 
3 3 


h -10-2x -10— (7 - الارتفاع يو‎ 


مثال: 

صفيحة من الورقة مساحتها 327 يراد طباعة اعلان عليها فاذا كان عرض كل من الهامش في 
š :‏ 1 5 
راس الورق واسفلها às dem‏ کل من الجانبين 2 cm‏ ‹ اوجد بعدي الورقة بحيث تكون مساحة 


الطباعة اكبر ما هکن. 


الحل: 

نفرض أن طول الورقة x‏ وعرضها y y‏ 
مساحة الورقة 32 = xy‏ 

مساحة الطباعة (x-2)(y-1)‏ 

xy = 32 لكن‎ 


1cm Koa a eka کو‎ 
X 


1 
—cm 
2 
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=32- — -x + 2 
x 
64 
-34-x- — 
X 
64 64 


۸ = ج 0= — ېو‎ = =1 — x = 64 
x x 


х= 28 2.‏ لکن تستثنى الاشارة السالبة لان البعد لا يكون بالسالب 


2-8 
-128 
A= 5 
Х 
auto —128 
— А (8) = 5 «0 
(8) 
ابعاد الورقة التي تعطي اكبر مساحة طباعة ممكنة هي‎ 05539 
8 Se 4 
х= 8ст,у= — = 4ст 
в 


مثال: 


يقف رجل على احد ضفتي نهر عند النقطة a‏ في مواجهة النقطة b‏ على الضفة الاخرى علماً بان 
ضفتي النهر متوازيتان ويريد أن يصل للنقطة (c)‏ على الضفة الاخرى والتي تبعد 8km‏ عن b‏ فاذا كان 
عليه ان يسير في قارب الى (d)‏ على الضفة الاخرى بسرعة 2km/h‏ ثم يسيرعلى قدميه الى (c)‏ بسرعة قدرها 
4km/h‏ ما هو بعد النقطة (d)‏ عن b‏ ليصل باسرع وقت ممكن Dle‏ بان عرض النهر ص4 . 
الحل: 

اذا فرضنا أن بعد النقطة (d)‏ عن النقطة (b)‏ هو x km‏ فان حسب نظرية فيثاغورس البعد بين 
а,‏ هو 


20 = 4x? +16 
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اطسافة اطسافة 
ومن قانون السرعة = » يكون الزمن = — 
الزمن السرعة 
Мх? +6 1‏ 
وبالتالي يكون الزمن المقطوع من (d) Jl (a)‏ هو = 5 t=‏ 
8-х . . :‏ 
Ul‏ الزمن الذي یحتاجه الرجل لقطع السافة c d‏ فهو = s‏ و 


+ الزمن الكلي الذي یحتاجه الرجل dad‏ من c Jl a‏ هو : 


ух? +16 8-х 
2 4 
لایجاد آقل زمن ممكن نشتق الزمن‎ 
, X 1 
t = —— = 
2 +16 4 


10 


x 1 
= = 
24х2-16 4 


= 2×7 +16 = Ax 2 үх? +16 = 2х 


بالضرب التبادلي 


— x + 16 = 4 


16 
ج‎ 3 = 16 — x 3 — x= + 


تستثنى القيمة السالبة 


4 
۰ يوجد للاقتران قيمة صغرى сагаш‏ لتعطي اسرع وقت ممكن 


28» 


B 


ويكون البعد بين النقطة (b)‏ والنقطة (d)‏ هو km‏ 


مثال: 


جد أطول سلم چکن حمله في زاوية улл‏ أبعاده موضحه بالشكل التالي علماً بان السلم كان 
محمولاً موازياً للأرض 


a=b حيث‎ 
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الحل: 
أطول سلم = أقصر قطعة مستقيمة хуу‏ والتي تمس الحائطين الخارجيين 
xy-L- asecÜ + ЬсѕсӨ‏ 
والمطلوب ايجاد قيمة صغرى 
L' = asecÜ tanO - bcscÜ cotO = 0‏ 
حيث أن ط = ۾ فإن 

a secÜ tanO - a cscÛ cot Û = 0 
=> a secÛ tanÛ = acscÛ 0ہ‎ 


secOtanO _ 
csc0cot 0 


1 = مها —1= 0 ری >= 


.- 
4 


L” = secÜ tan” Ө + sec°0 - (-сѕсӨ cot°0 - csc’) 


= весӨ tan Û + se0 + свсӨ ا می + 0م‎ 


- Аа? + (42) (42 a? + 22 > 0 
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0= 


ht Idi Pos‏ عند 


ьа 


وبتعويضها في L‏ يكون اطول سلم هو: 
L= aJ2 +a 2 = 2‏ 


نظريتا رول والقيمة ا متوسطة: 


Rolle's Theorem and Mean - Value Theorem 


Rolle's Theorem نظرية رول:‎ 


اذا كان الاقتران f‏ متصل على الفترة المغلقة [ab]‏ وقابل للاشتقاق على الفترة المفتوحة (а,Ь)‏ 
وكان Қа) = ҚЫ)‏ فان يوجد على الاقل عدد واحد مثل Š c‏ الفترة (ab)‏ بحيث 0 = Ё' (с)‏ 


البرهان: 
يأخذ الاقتران f(x)‏ أحد الاشكال الثلاث التالية: 
6х) = Ка)‏ لكل Є (ab)‏ وف هذه الحالة يكون الاقتران ثابت وتكون 
(х)=0‏ '£ لكل قيم x‏ 


ب۔ f(x) > f(a)‏ لاحدی قیم (a,b) Š x‏ وفي هذه الحالة يكون للاقتران قيمة عظمى ولتكن f(c)‏ وهذا 


. f' (c) = 0 يتضمن أن‎ 


f(x) < Қа) -->‏ لاحدى فيم às (а,Ь) Š x‏ هذه الحالة يكون قيمة صغرى للاقتران ولتكن f(c)‏ وهذا 


يتضمن أن 0 = f' (c)‏ 
مثال: 


بين فيمااذا كان f(G) =  «53*‏ يحقق نظرية رول على الفترة 
]1,4-[ واذا كان فجد قيمة c‏ 
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الحل: 
f(x)‏ كثير حدود لذا فهو متصل وقابل للاشتقاق 
f(-1) = )-1( - 3(-1) = 4‏ 
Қа) = (4! - (4) (3) = 4‏ 
f4)‏ = )2,441 
f .‏ يحقق نظرية رول 
ولايجاد قيمة c‏ نجد 
f'(x) = 2-3‏ 


— f' (c) =2c -—3 = 0 


3 
=e === 
2 


مثال: 


بين فيما اذا كان الاقتران 


يحقق نظرية رول على الفترة [0,2] 
الحل: 
في البداية نبحث في اتصال الاقتران ونأخذ النهاية من اليمين ومن اليسار 


ردد 0 
эгшин‏ 
Lim fx) =1 = 61)‏ = 
Л.‏ الاقتران متصل على الفترة ]0,3[ 


ثم نجد ا مشتقة من اليمين ومن اليسار 
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f' (x) - 2‏ 
f' (х) = -1‏ 
.2 المشتقة من اليمين У‏ تساوي 482211 من اليسار 
وبالتالي يكون الاقتران غير قابل للاشتقاق 


۰ لا يحقق نظرية رول 


نظرية القيمة المتوسطة: Mean - Value Theorem‏ 
اذا كان f‏ اقتران متصل على الفترة [a;b]‏ وقابل للاشتقاق على الفترة المفتوحة (a,b)‏ فانه يوجد 
على الاقل عدد واحد مثل (c)‏ بحيث 


f(b) - f(a) = f” (c) (b-a) 


f(b)-f(a) 


= f'(c) = T 


ملاحظة: تعتبر نظرية القيمة المتوسطة تعميم لنظرية رول 
البرهان: 

نعرف الاقتران التالي: 
الع 


L(x) = f(x) - f(a) ۔‎ a) 
(а,Ь) وقابل للاشتقاق على الفترة‎ [a,b] متصل على الفترة‎ f أن‎ Ue 
(а,Ь) وقابل للاشتقاق على الفترة‎ [a,b] يكون متصل على الفترة‎ L(x) فان‎ 
نجد أن‎ b في قيمة  وقيمة‎ LE) الاقتران‎ Š واذا عوضنا‎ 
L(a) = 0 = L(b) 


Lx) ۰‏ يحقق شروط نظرية رول 
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وبالتالي يوجد عدد واحد على الاقل مثل (c)‏ بحيث 0 = L' (c)‏ 


U ار‎ (х) - f(b)-f(a) 
f(b)-f 
cyst OSU 
b-a 
f(c)-f 
نمض‎ 1 
b-a 
مثال:‎ 
يحقق نظرية القيمة المتوسطة على الفترة ]1,4[ ثم جد‎ f(x) أثبت أن‎ f(x) = x° - 5x -5 اذا كان‎ 
с ¿xŠ 
الحل:‎ 
كثير حدود اذن فهو متصل وقابل للاشتقاق على أي فترة‎ f بما أن‎ 
۶۲ (х) 23x? - 5 
f' (c) 23c -5 
f(4) = (4 - 5(4) - 5 = 39 
81) = (1) - 5(1) - 5 2-9 
f(4) - f(1) = 39 - (-9) = 48 
j : 48 
f (c)23c -5 16 
4-1 
> 308 = 16+5=21 
= = 
c= +47 
edm 
التي تحقق النظرية.‎ c قيمة‎ 
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مثال: 


باستخدام نظرية القيمة المتوسطة جد قيمة تقريبية للعدد 5 


الحل: 


نفرض х) = V X‏ وهو متصل وقابل للاشتقاق على R°‏ نختار أقرب مربع کامل للعدد )5( 
وهو العدد )4( ومعرف على الفترة 14,5 و هذه الفترة الاقتران يحقق نظرية القيمة المتوسطة 


ав f(b)-f(a) 
b-a 
1 5-4د‎ 
24c 5-4 
با مربع الكامل‎ c نعوض بدل‎ 
1 0 
<= = 
244 5-4 
T- 5-2 
— — = 
4 1 


225 - 2+2 واوخ 


مقارین 


07 تہ .جو 1 
1۔ للاقتران 15 + -х‏ یت جد 


أ- فترات التزايد والتناقص 
ب- القيم العظمى والصغرى 
ج-مجالات التقعر ونقاط الانعطاف 
2- اذا كان الاقتران × f(x) = x + cos‏ معرف على الفترة ]47 , 0] جد 
أ- فترات التزايد والتناقص 
ب- القيم العظمى والصغرى والنقاط الحرجة 
ج- مجالات التقعر ونقاط الانعطاف 


3- الشكل التالي هثل منحنى (х)‏ '۶ 


أ- مجالات التزايد والتناقص 
ب- القيم العظمى والصغرى 


د- ارسم منحنى تقريبي للاقتران 
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4- اذا كان للاقتران: 


d —6x+12 x22 
f(x)- 


a X«2 


а هي )9( فجد قيمة‎ х=1 صغرى عند‎ dn 
a) f(x) = үх +12 - 4x 
b) f(x) = x + |2x - 3| 


c) f(x) = cos x + sinx ,1-27,27| 


2x-1 
d) f(x) = 5 
x“ 1 


6- ارسم منحنى الاقتران 


- х»1 
Х 
-1 å راہ‎ e 3 5 1 
x- ۳7 قيمة عظمی محلية عند‎ f(x) = x - ах اذا كان للاقتران‎ -7 
اذا كان‎ -8 


13 0<x<4 
f(x) = 


معرف على الفترة ]1,5[ فجد القيم القصوى للاقتران ان وجدت 
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9- جد قاعدة الاقتران كثير الحدود من الدرجة الثالثة الذي هر منحناه بالنقطة )1,5( ومعادلة المماس 
طنحناه عند نقطة الانعطاف (2,1) هي 77 Зх+у‏ 


10- ارسم منحنى تقريبي للاقتران f(x) : ]-3,3[ — R‏ حیث 0 = (۴)1 


1 
f(-1)‏ قيمة صغرى محلیةء 0 < f (x)‏ عندما تر و 


x»- 7 عندما‎ f" (x) «0 


1- جد أقل كمية من الصفيح اللازم لصناعة علبة على شكل اسطوانة دائرية А à‏ مغلقة القاعدتين 
سعتها ft°‏ 81 

12- صفيحة من الورق مستطيلة الشكل مساحتها 50cm?‏ يراد طباعة اعلان عليها فاذا کان عرض الهامش 
هو d ci‏ واس فل ال ويرق 2em‏ ومن 
الجانبین Іст‏ فجد بعدي الورقة بحيث تکون المساحة امطبوعة اكبر ما هكن 

13- بين أن اكبر 22--0 لاسطوانة دائرية قاتئهمة e‏ رسمها داغکل مخروط 


4 
دائري قائم يساوي © حجم الخروط 


4- اذا دارت صفيحة عی شكل مثلث متساوي الساقن محیط4 40cm‏ دورة 
الدوران؟ 


5- الشكل التالي يمثل مكعب طول ضلعه 20cm‏ انطلق عليه جسيمان في نفس اللحظة الاول من الرأس 
(de) a‏ الحرف (ad‏ باتجاه الرأس (d)‏ وبسرعة 4cm/s‏ والثاني من الرأس h‏ باتجاه الرأس f‏ على 
الحرف (hc)‏ بسرعة 3cm/s‏ أوجد معدل ابتعاد الجسيمين عن بعضهما البعض بعد مرور 4 ثواني 
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6۔ جد النقطة على اطنحنی f(x) = sin x‏ بحيث يكون بعدها عن النقطة 
n 1‏ 
—,0 أقرب ما يمكن. 
4 
7- اثبت أن اكبر مساحة لمستطيل محيطة L‏ هو عندما يكون مربعاً. 
8 اذا كانت ال مسافة التي يقطعها جسم متحرك بعد ] ثانية معطاه بالعلاقة wer d-1644t-t‏ 120 
ماه والزمن ال ازم حتى تكون سرعته اكبر 
ما پمکن, تسارعه اكبر ما هکن. 
19- مثلث مساحته "16 ساقاه хуу‏ يحصران بينهما زاوية ”30 جد أقل كمية للمقدار 40x + 10у‏ 
0- مستطيل كان طوله في لحظه ما ضعف عرضه الذي يبلغ 6cm‏ بدأ طوله بالتناقص معدل cm/s‏ 1.5 
وعرضه بالتزايد بمعدل 0.5cm/s‏ جد معدل التغير في مساحة المستطيل بعد 4 ثواني من تلك 


اللحظة. 


1- تتحرك نقطة على المنحنى × -5 = y!‏ جد احداثيات النقطة التي يكون عندها معدل التغير في 
الاحداني السيني 5 ومعدل التغير Š‏ الاحداني الصادي 1cm/s‏ 
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2- بالون على ارتفاع 100m‏ يصعد للاعلى فوق أرض مستوية بسرعة 200m/s‏ تمر من تحته سيارة تسير 
بسرعة 60km/h‏ جد سرعة تغير المسافة بين البالون والسيارة بعد دقيقتين. 


3- يتساقط رمل بمعدل 3cm/s‏ ليصنع شكل مخروطي نصف قطر قاعدته يساوي دانما ضعف ارتفاعه. 
جد معدل التغير في الارتفاع في اللحظة التي يكون فيها الارتفاع 20cm‏ . 


24- حبل طوله 45m‏ يمر فوق بكرة ثابتة )0( وارتفاعها 25m‏ فوق سطح الارض ومعلق باحد طرفيه а‏ 
كتلة m‏ والطرف الآخر ا يسحبه رجل على ارتفاع ثابت من سطح الارض قدره 2m‏ كما في الشكل 
فاذا كان الرجل يبتعد عن مستوى البكرة عند لحظة ما بسرعة قدره 6m/s‏ وكان بعده عن هذا 
اطستوی 15m‏ جد سرعة صعود الكتلة .m‏ 


25- اثبت أن fo)‏ في كل من الاقترانات التالية يحقق نظرية رول على الفترة المبينة ازاء كل منهاء ثم جد 


c قيمة‎ 
a) f(x) = 3x - 12x -11 [0,4] 
b) f(x) = 5 - 12x - 2x [-7.1] 
с) f(x) = x + 4x + 1 [-3,3] 
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26- اثبت أن f(x)‏ في كل من الاقترانات التالية يحق نظرية القيمة ا متوسطة على الفترة الطبينة أزاء كل 


CRAS نيع تم جو‎ 
a) fx) = x + 1 [-2,4] 
b) f(x) = 5 - 3x + 1 [1,3] 
с) f(x) = x+ 4 [1,4] 


7- جد قيمة تقريبية لكل من المقدارين ZH‏ باستخدام نظرية القيمة المتوسطة. 


8- اذا كان h(x) , f(x)‏ اقترانين معرفين ومتصلين على الفترة [5,8] وقابلين للاشتقاق على الفترة )5,8( وكان 
f(8) = h(8) 4)5( = h(5)‏ فبرهن أنه يوجد عدد c € (5,8) Jis‏ بحيث أن f(c) = h (c)‏ 


(ارشاد: افرض (k(x) = f(x) - h(x)‏ 
9- جد الاحداٹی السيني للنقطة الواقعة على منحنى 
f(x) = Le aN 1‏ 
2 
والتي يكون عندها الماس موازياً للقاطع الواصل بين النقطتين 
f(0) , (4, f(4)‏ ,0( . 


0- باستخدام نظرية رول أثبت أن المعادلة 1=0+ 4x‏ - 6 لها جذر حقيقي يقع ضمن الفترة )0,1( 


— 


— کی‎ - 2x + x) 2 6x! 4х +1 


dx 
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التكامل 


Integration 
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الوحدة الخامسة 
التكامل 


Integration 


التكامل غير المحدود وعكس اطشتقة 


Antiderivative and the indefinite integral 


تعريف: 


dst‏ على الصور Z = f (xy)‏ تسمى معادلة تفاضلية 
Х‏ 


مثال: 
RP‏ 07 
جد حل امعادلة التفاضلية z2x‏ س 
dx Ë‏ 


الحل: 

في هذه المعادلة نقول ما هو الاقتران الذي مشتقة (2x)‏ ومن معرفتنا بالتفاضل نستطيع أن 
نقول أن هذا الاقتران هو × = f(x)‏ ومشتقة هذا الاقتران تعطى المعادلة التفاضلة ولكن اذا كان هناك 
عدد ثابت مضافا إلى x°‏ فإن المشتقة تكون أيضا 2х‏ 


(2х) مشتقة‎ f(x) = х? + 25 وأيضاً‎ 2x مشتقة‎ f(x) = × +1 مثلا‎ 


.. بشكل f(x) = × +c OB ele‏ حيث «Соб оле c‏ هو حل المعادلة التفاضلية 
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إذا كان اقترانا متصلاً على [a,b]‏ فإن الاقتران 7 يدعى اقترانا بدائيا للاقتران f‏ إذا كان 
F'(x) = f(x) , V x € (a,b)‏ 
ویسمی الاقتران Е(х)‏ تكامل للاقتران f(x)‏ بالنسبة للمتغير ‏ وتکتب على الصورة 
[f00 dx =F) +c,c € R‏ 
مثال: 
جد الاقتران البدائی للاقتران f(x) = Зх?‏ 
الحل: 
من التعريف نقول أن Р (х) = Зх?‏ 
dx = «c‏ قرو | = ری >F‏ 
وجدنا الحل من خلال معرفتنا مادة التفاضل وآن مشتقة х?‏ هي Зх?‏ 


ومن هنا نرى أن التكامل هو عكس للمشتقة ویسمی هذا النوع من التكامل بالتكامل غير ال محدود 
ولسهولة ايجاد التكامل نتعرف على القواعد التالية: 


1) Íkdx=kx+c, k ER 


مثال: 
Î 5dx = 5x + c‏ )1 


2) | лах = nx + c 


n+1 


2) jx dx = 
П + 


> n © R/ {-1} 
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1) fx ax 
2) j x غه‎ 


3) | Ах ax 
4 Ie 


و کک کہ 
3 


2) | ax = x +c 
6 


1 E. 2 3 
E 2 وی ظا = کے‎ 
3) [xdx = [x dx = 3 TRIS +C 
2 
21 
1 x? -2 
4) »له‎ = | x ? dx = — + c = دش‎ 
pP 
2 


з) кб) dx= кје) dx, k € R 


1) | 3x? dx 


2) [ 5x ° dx 
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مثال: 


جد التكاملات التالية: 


مثال: 


جد التكاملات التالية: 


3 
1) ЕЕЕ + ع‎ 


5x ° -1 


2) [5x “ах - 


4) | f(x) + h(x)dx = | f(x)dx + Í h(x)dx 


مثال: 
حد التكاملات التالية: 
mE 42x + 5dx‏ 
3 
—dx‏ | )2 
5 
3 4 
1 + +| 3 
x?‏ ۳ 
الحل: 
3x? 2x‏ : 
[3x + 2x + 5dx = + +5x+c‏ )1 


3 2 
=x +X +5X+ c 


d. 
3x? 


á 
2) کی‎ = [309* dx= eco +c 
2 
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3) [9 аке ах? + 3х ° +1dx 


4x7 3x! 
)ېوې ې‎ 
-2 -1 


-2 -1 
-2x -3x + +ع‎ 6 


-2 3 
= +c 
X X 
Integration of trigonometric Function : تكامل الاقترانات المثلثية‎ 


من خلال التفاضل نعلم أن اذا کان f(x) = sin x‏ فان (x) = cos‏ ۴ 
pus‏ اق و S ЇЇ‏ 
ونقيس على ذلك بقية الاقترانات فيكون: 
ی РЕ‏ 
فو تل هو СИ‏ 
EOE‏ هع نوه ا 


2۱| ataqa = SEEK ê 


نمت جل ان څې 
مثال: 


جد التكاملات التالية : 
Db + sin x dx‏ 
sed xdi‏ دغ ووه ЭХ‏ 
لو نع من و د ارد 


jy | хай CEK и 
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х! 


د دو зраз‏ 


eos aec سواہ دوذ ولع‎ xê 


2 
X 


seet ane تم‎ dz لات‎ 


= 2 sec x + 3X + с 
ЛҮГЭЭ ی‎ Sour due ѕесх + сѕсх + С 
Integration Бу Substitution التكامل بالتعويض:‎ 


بعض التكاملات У‏ يمكن اجراءها مباشرة حيث يجب أن نحولها إلى صيغة اسهل لنتمكن من 


مثال: جد 
الحل: نفرض [ох + 1 dx‏ 
Ay‏ یرت ہو الات 1 + y=x‏ 
dx 2x‏ 
وہای تر ax = f‏ "اتوي ^J‏ 
27 
4 
ع + 14+ 2 Уус‏ 3 
4 4 
مثال: جد 


š 2 
besny dx 
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dy 


dy 


=2x— dx- —‏ برق دز 
X‏ 


rasa des ٢‏ و 


2x 


1 
به رنه 51 - X‏ 


cosy+c 


1 
2 


2 
=- — COSX + 


2 ۳ 
نه دا‎ x sin x dx 


dy 
y = cos x > d = -sin x — dx = 


X 


24 [нахо | ух: 
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الحل: نفرض 


مثال: جد 


1 
zi dy 
2 
1 у? 
= سید‎ 4€ 
22 
3 
2 
- Зу? 
2 
NS x7 -4 + Ç 
4 
مثال:‎ 
جد‎ 
[ох دنو‎ —6x +10 dx 
الحل:‎ 
: ду 
y = 3х - 6x + 10 => — = 6x - 6 = 3(2x -2) 
dx 
مس“ مييق‎ 
3(2x — 2) 
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Ё [Qx - 23x? - 6x +10 dx 


= [Оох 2) уубу 


3(2x - 2) 


dy‏ اک اہ 


3 


5 ze: -6х-10р «c 


ا مساحة : Area‏ 


لايجاد مساحة شكل منتظم نستخدم العلاقة الخاصة به ولكن اذا كانت ا مساحة الحصورة بين 
منحنی اقتران ومحور السينات واطستقیمن x = а‏ 


b‏ = × كما في الشكل التالي: 
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واردذناإيج د المساحة (A)‏ فإننا نقسمم المساحة إلى مستطيلات 
р-а‏ 
طولية متساوية العرض عددها (n)‏ وعرض كل منیا АХ ME‏ ثم نجد 
р-а‏ 


х 


مساحة كل مستطيل من هذه المستطيلات فتكون مساحة المستطيل الأول = الطول x‏ العرض 


: b-a 
ره أمالثالئث‎ 5 fx) х 


dala ls a =f(a)‏ الشاي 


n 


سے a, = f(x)‏ وهكذا الى أن نصل الى آخر مستطيل حيث تكون مساحته a, = f(x, ) шэг‏ 
n n‏ 


ومجموع مساحات هذه المستطيلات تعطي قيمة تقريبية للمساحة تحت المنحنی حيث 


حيث يسمى القشےار فترة جزئية من الفترة [a,b]‏ والنتقاط 


(a, x, x,....x, b)‏ تسمى تجزئة للفترة 


مثال : 
جد اطساحة التقريبية تحت اطنحنی f(x) = х?-2‏ المحصورة بين ا مستقيمين 0= x =1 , x‏ ومحور 
x‏ 
الحل: 
А b-a 1.‏ 5 
نفرض - — m‏ 5 - م وتكون التجزثة الناتجة هي: 
n‏ 2 
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PECES 2 له د‎ 
ZG NO e ٢ ٢ ٢ د‎ 


1 
5 (-2 + -1.96 + 1.84 + -1.64 + (-1.36) 


1.76 = |1.76 - | 
آخذنا القيمة المطلقة ОУ‏ المساحة لا هكن أن تكون سالبة 


هذه المساحة مساحة تقريبية للمنحنى» وكلما كانت عدد الستطیلات اكثر كلما كانت هذه المساحة أقرب 
الى المساحة الصحيحة واذا اردنا ايجاد المساحة الدقيقة نأخذ оле‏ لانهائي من المستطيلات حيث تكون 
المساحة هي: 


п 00 


b-a< 
A= Lim f(x 
т 2, (x,) 


فمثلاً لو اردنا Мон!‏ المساحة الدقيقة للمثال السابق تكون المساحة 
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1 
= Lim 


no n 


| 1 n@m+DQn+D 3 


n? 6 


+1)(2n +1 
رز ۔‎ (n +DQn+D 
noo 6n 
1 
= —-2 = | - 1.67 | 
3 
= 1.67 u.a 


جد المساحة تحت منحنى 4- f(x) = 3x‏ ومحصورة بين 1= x =2 ¿x‏ 


2-14 
A= Lim — > 3x, -4 
n 


поо 


= Lim — 


n— || 


= pun 


no n 


= Dun 


no n 


۲-0 


: X EE 


r=0 n 


n 


3 
و د 


pea 


| г-0 n 


Бэрх 
Ln г=0 г=0 


]3 n(n +1) J 


Ln 2 
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مثال: 


مثال: 
جد المساحة تحت المنحنى f(x) = 4 - x^‏ والمحددة بالمستقيمين 1= x=3 x‏ 


الحل: 


ides Y f(x) 
مب و‎ n سوم‎ 


уды‏ موز 
Lim) 4 X;‏ - 


noo 
r-0 


pacta абан) 1 n(n + 1)(2n = 
noo n ۳ n 2 n 6 
Limg 8(п +1) 8(n سار‎ +1( 
n—oo 2n 6n 

"ER € 

| 2 6 

= |-0.67| = 0.67 u.a. 
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The definite integral : التكامل المحدود‎ 
تعریف:‎ 


إذا كان Е: [a,b] — R‏ اقترانا محدوداً فان: 
b-a«‏ ۳ 
f(x)dx = Lim —— У f(x‏ 
انت Јо)‏ 


ويكون الاقتران قابل للتكامل إذا كانت النهاية موجودة. 


نلاحظ من خلال تعريفنا للتكامل المحدود أن تكامل الاقتران f(x)‏ من x = a‏ الى x=b‏ يعطي نفس تعريف 
المساحة المحصورة بين الاقتران ومحور x-axis‏ وا مستقيمين b, х = a‏ = × وسنوضح ذلك في الوحدة 


اللاحقة. 
مثال: جد 
b‏ 
СЄВ‏ و [ах‏ 
الحل: 
ط . f‏ 
иг - 2.6‏ 
Lim = х cn‏ = 
р‏ مجم 
(b - a) с‏ = 
مثال: حد 
b‏ 
[хах‏ 
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b b ЗА n 
| хах = Lim دہ‎ 
5 جم‎ 00 n m" 


—a n b- 
- Lim a+ 1 
по П 2, 
b- Е 
= Lim СЕ — 
noo n n 2 


TEE 
مجم‎ 2n 


2 
= (b-a)a+ (b a) 


1 
2 a) 
فإن:‎ f(x) = ×", n € N بحيث‎ [a, b] اقتران معرف على‎ f كان‎ 13] 
b пы ۳ 
X 
[x dx- 
A n+1 
a 
ھا اد‎ 
1 n+1 
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6 
b b 
1) [ct G9dx = cf (хуйх ,c€R 


2 
Гах?ах 
0 
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مثال: 


جد التكاملات التالية: 


خواص التكامل ال محدود: 


مثال: جد 


2 4 
[ах?ах = 2 -24-04- 6 
4 


b 


2) (teo во) = | ) | соо) + [(hGodx) 


a a 


2 
| эх? — 2x + 4dx 
1 


2 


2 
| эх? ير ہو‎ ихээ? 
! 32722 


=x -x + 4х]; 
= (2° - 27 + (4)(2)) - a! - خر‎ + (4)(1)) 


= 12 - 4 =8 


3) | бох + одах = ٢٢٢ 


مثال: جد 


1 
| 2× - 18× 
4 
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الحل: نعيد تعريف القيمة المطلقة 


2х -1 T 
2x —1|= 1 


—(2x-1) x< 
( ) 7 


1 
1 2 1 
7 - 10 = 1-0 — 1d 
Їрх 18× ۳ ا‎ 1dx 
2 


1 
2 2 1 
-Х-Х р +Ë 28), 
2 


1) Bl 6 ٢ 1 E 3 


4) ЇГ дах -0 


مثال: 


r 5 
|Ух-20х-0 
2 X 


5) | сойх es -[teodx 
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أمثلة على التكامل المحدود: 
مثال: جد 


4 


[x + ухах 


1 


4 4 1 
[+ = [x + x2 dx 
1 


1 


مثال: جد 
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1 
cos xdx = sin x]? 


Ia‏ ناه 


الحل: 


у= X - 4 نفرض‎ Cur نكامل بالتعويض‎ 


x x 
x=2— y=0 
x=0 > y=-4 
2 dy 
x(x - 4)?ах = | xy? — 
| (х2-4) ۲ 28 
1f 
= |у? 
-4 
410 4 
2122: 5222 4 
--32 
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1 
[sin x cos? x dx 
0 


T 
[sin x cos? xdx 
0 


cms Us feel dy 
dx —sinx 
x=0—y=1 
x= => y=-1 
т -1 0 
2. [sin x cos?xdx = [sin ху لل‎ 
г A —sinx 
-1 
--|уФу 
1 
+ 
= | ۵۷ 
4 
з 71 3 3 
- 45-98 
8: 211322 
1 1 2 
= س = ل س‎ 
له‎ we و‎ 


217 


مثال: جد 
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مثال : 


Fundamental theorem of Calculus 


F(x) = | f(y)dy x € [a,b] 


во) = | (уу 


-1 


= [узву 


=1 


النظرية الاساسية في التفاضل والتكامل 


تعريف: 


إذا كان اقتراناً SD‏ للتكامل على [ab]‏ فإن: 


يسمى الاقتران SL‏ 


مثال: 


جد الاقتران المكامل للاقتران f(x) = x^‏ في الفترة [1,2-] 
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الحل: 


من خلال Е(х)‏ يمكن إيجاد أي تكامل محدود فمثلاً إذا اردنا ايجاد 
3 2 
و نین د Ї бах‏ 
3 3 1 


- په وو من ذلك 
مثال: اذا كان 


: 2х +4 0<х<2 
“13х7-2х 2<х<3 


فجد الاقتران المكامل للاقتران f(x)‏ 
الحل: 


[2y + 4dy 0> × > 2 
0 


F(x) =) х 


| 2y + 44у + | зу? + 2ydy 2<x<3 
0 2 


_ | y2 + اوہ‎ 


0 y | ey ات‎ 2<x<3 


2 4 + و 
"px" 2<x<3‏ و 


نلاحظ هنا أن f(x)‏ اقتران غير متصل عند 2 = x‏ بينما F(x)‏ اقتران متصل. 
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مثال : 
إذا كان f(x) = бх? + 2x‏ معرف على الفترة ]1,5-[ 
فجد F' (х), F (x)‏ 
الحل: 
F(x) = | бу? + 2ydy‏ 
1- 
t y? ۳‏ 2۷ = 
-2x +x +1‏ 
Е (x) = 6x + 2x = f(x)‏ 
نرى من خلال المثال أن F' (x) = f(x)‏ وهذا يعطي ناتج النظرية الاساسية الا وی في التفاضل والتكامل. 


النظرية الاساسية الأولى في التفاضل والتكامل: 


إذا كان f(x)‏ متصل على الفترة [ab]‏ وكان F(x)‏ الاقتران ال مكامل للاقتران f‏ حيث 
F(x) = IL dy , Vc € [ab]‏ 


> F' (x) = f(x) 


مثال: اذا كان 


F(x) = [t dy -x!-3x«4 
0 
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f(x) فجد‎ 


الحل: 
من خلال النظرية نعرف أن F' (х) = f(x)‏ 
Қх) = 3% -3‏ .7 
مثال: اذا كان 
f X‏ 
F(x) = | f(y) dy = sin — +‏ 
x | (y) y = sin 2 c‏ 
فجد قيمة C‏ 
الحل: 
Е(Л) = | (у) ау=0‏ 
1 
-sin — +c=0‏ 
2 
1ء 
إذا کان f(x)‏ متصل على الفترة [a,b]‏ وكان h(x)‏ قابل للاشتقاق على الفترة (a,b)‏ وکان 
h(x)‏ 
Е (х) = fE) ay‏ 
فإن 


F' (x) = КВ(х)) . h' (x) 
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مثال: جد 


f(x) = -ع5‎ 3 , h(x) = 2x 


h(x) 


> F(x) = ЇГ) Фу 
1 


2x? 


x 0 Jj» - 3dx = F'(x) 
ومن النتيجة السابق فإن‎ 
> F(x)-fh(x) . 'ط‎ (х) 
= (5(2x°) - 3) . 4x 
= (10x° - 3) 4х 
= 40x - 12x 
النظرية الاساسية الثانية في التفاضل والتكامل‎ 


اذا كان f‏ اقترانا متصلا على الفترة [a,b]‏ وكان Е(х)‏ اقتراناً بدائياً للاقتران ۶ فان 
b‏ 
dx = F(b) - F(a)‏ 100 


مثال: 


باستخدام النظرية الاساسية في التفاضل والتكامل جد قيمة التكامل 
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نجد في البداية الاقتران البدائی FG)‏ 
x a‏ 

F(x) = 30+ 2y^) ? dy 
0 


1 


-qrp ребе) -2 


Ї 3x 
24 |- a = F(1) - F(0) 
0 


412 2x? 


3 ود خی ده 3 
1 (نره 2-26 )520 - 


The mean - value theorem for integral 
J— فإنه يوجد على الأقل عدد واحد‎ [а,Ь] А АЫ متصل على الفترة‎ f إذا كان‎ 


х, € [a, b]‏ بحيث 


f(x)dx = f(x, Xb - a) 


о وس‎ с 


مثال: 
بين فيما إذا كان f(x) -х‏ يحقق نظرية القيمة المتوسط ثم جد قيمة x,‏ في الفترة 
]1.4[ 
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الحل: 
ما أن f(x)‏ كثير حدود فهو متصل. وبالتالي يحقق النظرية . 


-»21-3х2 
Sa ارت‎ SRT eq 
لأنها لا تنتمي للفترة.‎ - V7 نهمل القيمة‎ 
مثال:‎ 


جد قيمة x,‏ التي تتحقق من تطبيق نظرية القيمة التوسطة على الاقتران 
الحل 


-1 -1 
|a= 0-1 
1 
2 
ړا‎ -4 
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شتقة وتكامل الاقترانات اللوغارتمية والأسيه: 
Derivative and integration of logarithmic and exponential function:‏ 


مشتقة وتكامل الاقترانات اللوغارتميه: 


х>0‏ لا لو 
dx xlna‏ 
Я х> 0‏ | -2 
ах x‏ 
d 1 du‏ 
E ==‏ 10 ---3 
gau] ulna dx‏ ۹ 
dx u‏ 
مثال: 
جد مشتقة كل من الاقترانات التالية: 
1-y = 108۶‏ 


2 — y = log. [x° —3x +1) 
3-y lnsinx 
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dy 1 
dx  xin2 
9:297 3x -3 
dx (x? -3x +5 
NUM و‎ 
dx  sinx 
مثال:‎ 
ايجاد مشتق الاقتران:‎ Š استخدم اللوغارشات‎ 
و‎ 7-4 


ингэж 
الحل:‎ 
نأخذ اللوغارتم للطرفين‎ 
х?4/7х -14 
шу - In "وې‎ 
“х (7Х -14y - In(1« ke 


Iny - د‎ ٢ و و‎ ex) 


نشتق الطرفين 
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107 لو‎ 1 7 4 2. 
у Ях X 37х-14 1+ 


2 1 8х 

= + 
x 3х-6 1+х? 

: dy _ 2: 1 8x у 
ах х 32-6 1+ 2 


EE 1 8× k 


x 3x-6 1+x2/ 0+ (4 


تكامل الاقترانات اللوغارتمیة: 


5 - | du = mju|+ c 
u 


مثال: 
حد التكاملات التالية: 
Эф‏ | -1 
Р:‏ 
2 
Х‏ 
ах‏ -2 
1+ ۳ 
[tan хах‏ -3 
الحل: 


e 


1- | làx-Inx Ї-ше-ш1-1-0-1 
X 
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نستخدم التكامل بالتعويض: 


0 
Р саа 5, 
ах x 
x^ du 1 
= | —. = —du 
i 3× аг 
= Inu +e = Кх? +1) с 
ع +1+ ردو‎ 
3- [tan хах = | “ах 
COSX 
du ۱ du 
u = cosx = — = -sin x > dx = — 
dx —Sin x 
= [tanxdx = 255, Sd 
u -—sinx 
1 
= - [-du. 
u 
= - [01 +e 
=—Incosx +c 
ماع‎ +C 
COS X 
= ]nsecx +c 
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مشتقة وتكامل الاقترانات الأسيه: 


مثال: 


جد مشتقة الاقترانات التالية: 
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4- | + "۵× 


0 


1- [e*dx = e“ +c 


5x 


2- [2*ax -1.2 tc 
5 ]n2 
4х 
е 
3- | — dx 
ЛБ 
du 1 
u=/x—> — ج ع‎ Wxdu = dx 
dx 2/x 


= | 2 itu = 2| "ди 
=2e" +c 


=2e* +c 
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مثال: 


جد التكاملات التالية: 


3 
4- |] ۷1+ e*dx 


0 


" du 
u=l+e°— — = 
ах 


х= 0 نج‎ =1+е° =2 


х= [1013 وا ج‎ =1+е"? 


jere dx = je 


- 4 


dx =‏ — *م 


du 


du 


e 


x 
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a) [asas 
b) | 5х + 4х? - Зх? - 2x -12dx 


8 sasay 
1 

d) | —d 

١ [e 


e) 


je 
3 
x 


1 
a) fx? ax 
0 


2 
b) | х” +х+ѕах 
1 


0 je +1)? dx 


0 


d) 


—.— ن 


Las 
x? 
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فارد 


1- جد التکاملات التالیة: 


2- باستخدام تعریف التکامل جد التکاملات التالیة: 


3- جد مساحة کل من الاقترانات التالية والمستقيمات ا مناظرة لکل منها: 


a) f(x) = 2× + 1 x-1,x-3 
b) fx) = x x-0,x-2 
c) fx)23-x x-1,x-5 


4- باستخدام التكامل بالتعويض جد التكاملات التالية: 
afz (х? + 5)? dx‏ 


b) Í sec? x tan x dx 


COS 
sin X 


1 
2 

d) | COS Х./5ШШ X dx 
0 


۳ Í 2 - 6 7 


1 N— X^ + 6x +12 


5] x 41-Х dx 
h) Í [csc(sin x)| cos x dx 
فيما يلي:‎ F'(x) جد‎ -5 
a) F(x)- | cos? (8шу) 4у 
1 


sinx 


b) F(x) = Гу? د‎ 
1 
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c) F(x) = 


Xa‏ ا 


F(1) فجد‎ ЁО) = ау [| y(y° +1(* اذا كان‎ -6 
0 


2 
ЇЇк-1 dx احسب قيمة‎ -7 
=2 


3 c 
c قيمة‎ LŠ | Gx? - 2f3zdz) = -20 اذا كان‎ -8 
-1 0 


Зх? -1<х<2 
F(x) فجد‎ f (x)= اذا كان‎ -9 
6-4х 24 


3x 
c فجد قيمة‎ dy = sin 2x+c | t (y) Е(х) = اذا کان‎ -0 


8 
1- اذا f OS‏ كثير حدود من الدرجة الثالثة وكان المشتقة الثانية له Қх)=2х+1‏ والنقطة )0,2( نقطة 
حرجة 4« فما هى قاعدة الاقتران f‏ . 


8 4 
12- اذا كان 25 - [5t (хуйх‏ ,8 = 1 فجد 
1 1 


8 
| (Зх? — 6f (x))dx 
4 
| (tan x + tan х) dx 3۔ جد‎ 


2 8 
ЇСЭГ: فجد‎ [t Godx —10 اذا كان‎ -14 
0 0 
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15- جد كثير الحدود f(x)‏ من الدرجة الأولى في (х)‏ بحيث: 


1009-2 | ,4= علو | 


x 0«х«1 
00۶ = 1<x<4 
X 
1) ۲۲ (х) 


2) | сойх 


13-16 كانت 


7- جد قيمة x,‏ التي تتحقق من نظرية القيمة المتوسطة لكل من الاقترانات التالية في الفترة ازاء كل منها 


1- 0 = Vx , [0,9] 


2-f()-2sinx, [-7, T] 


1 

3- fx) = — > [1,3] 
x 

1- y = (In x) 
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18- جل — 


4- у = х [ log, (х? - 2х) Г 


е 

5-у= — 
nx 

6- = sec2 x 


7- y - ех «In (cos e") 


8- y = In (Inx) 


x*—5x+4 


? | con5x 
2+sin5x 


9- استخدام اللوغارتمات في ايجاد مشتقة كل من الاقترانات 


0- جد التكاملات التالية : 
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5- [cotx di 


6- [cos X cscx dx 


6 dx 
-| 
J x+e 
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الوحدة 
السادسة 


تطبيقات التكامل 


Applications of definite Integral 
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الوحدة السادسة 
تطبيقات التكامل 


Application of definite Integral 


Area الساحة:‎ 


1- الساحة امحصورة بين منحنى الاقتران ومحور х - axis‏ 


تعرف Ага‏ المحصورة بين منحنی الاقتران f(x)‏ ومحور x - axis‏ والمحددة بالمستقيمات x=b‏ 
=a‏ × , عن طريق التکامل کالاتی: 


А = ٢٢٢ 


لکن Š‏ بعض الحالات تكون قيمة التكامل بالسالب والمساحة لا هكن أن تكون بالسالب ومن أجل تحويل 


Аж 


٢٢٢ 


مثال : 


جد مساحة ال منطقة ال محصورة بين منحنی الاقتران 4-1 = f(x)‏ والحددة بالمستقيمين х=1,х‏ 
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A= 


ja —1dx 
1 


3 
-pe -x 


= |(2)(3)”-3)-(2(1)”-1)| 


-115-1| = 14 u.a 
: مثال‎ 
x= ومحددة بالمستقيمات‎ x-axis ومحور‎ f(x) = -x° جد مساحة ال منطقة ال محصورة بين منحنى‎ 
2,х-0 
الحل:‎ 
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°)0( - _ )2( - 
3 3| 
8 8- 
Эр 205‏ 
مثال: 
جد مساحة المنطقة ال محصورة بين منحنى f(x) = 1 - x‏ ومحور x-axis‏ 
الحل: 


نجد Š‏ البداية حدود التكامل وذلك مساواة الاقتران بالصفر. 


..1-% =0 x= 1 
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مثال : 
جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى f(x) -Х-1‏ والمحدد بالمستقيمين 2 = x--1,x‏ 
الحل: 
من خلال الرسم نلاحظ أن المساحة المطلوبة تنقسم إلى قسمين حيث يقع جزه Š‏ السالب وجزء 


في الموجب وبالتالي إذا أوجدنا ا مساحة ال مباشرة لن تعبر عن المساحة الحقيقية ولذلك لابد في هذه الحالة 
من تقسيم المساحة إلى مساحتين. 
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1 2 
SA- [e – рах! + fe’? —1)dx 
-1 1 
xí ї х“ Ў 
=|— -x| +× 
4 -1 4 1 
4 
و اك‎ api اس نم وس‎ 
4 4 4 4 
3 
= |-2| + 2+3 
4 
= 4.75 u.a 
: مثال‎ 
у= ومحددة باطستقیمات‎ y - axis ومحور‎ у= Ух المحصورة بين منحنى‎ ААА جد مساحة‎ 
0,y=2 
الحل:‎ 


نجد هنا التكامل بالنسبة للمتغير y‏ حيث: 
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لذلك نحول الاقتران بدلالة المتغير y‏ 


2 
A2 Їу ду‏ 
0 
zl‏ : 
0 3 
8 |0 2 
ua‏ —--[|——-—— = 
3 3 3 
مثال: 
جد مساحة ال منطقة المحصورة بين منحنى f(x) = sinx‏ ومحور x-axis‏ في الفترة ]27 , 0] 
الحل: 


نرسم الاقتران لنحدد المساحة المطلوبة 
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.. A= [sin xdx 
0 
نجزء التكامل‎ 
= [sin хах|- [sin «| 
0 1 


T 27, 
= совх|, +|- cos x| 

0 x 
= |-cos Л + cos 0| + |-cos 27 + cos7t| 
=|1+1| + | -1 -1| 


=2 + 2 = 4 2 


2- مساحة الحصورة بين منحنيين 


اذا كان h(x) , f(x)‏ اقترانيين قابلين للتكامل على الفترة [ab]‏ فان المساحة ال محصورة بين منحنيي 
f(x) , h(x)‏ وامحددة بالمستقيمان x =b,x =a‏ هي: 


A= 


| (f(x) —h(x)dx 


مثال: 


جد المساحة ا محصورة بين منحنيي 1- h (х) = × f(x) = x‏ وامحدد بال مستقيمان x=0,x=‏ 
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А = 


| h(x) -f(x)dx 


f(x) , h(x) جد المساحة المحصورة بين‎ X € Ë 3 حيث‎ h(x) = cosx , f(x) = sinx إذا کان‎ 
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مثال : 


sin x — cos xdx 


о — | < 


7 
-cosx —sin x|4 


مساو 


1 
جد مساحة المنطقة ال محصورة بين منحنى E‏ 1 ومنحنی 


5 2+1 
2-1 2 

1 1 
وس ديو‎ +— x° x 
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مثال : 


-8 نضرب ال معادلة في‎ 
و‎ + 2х + X - 2x = 0 
>x +x -2x=0 
=> x(x + x -2) = 0 


—» x(x-1) (x +2) = 0 


—»x--2,0,1 
سيكون هناك منطقتان‎ .. 
0 1 
1 1 1 
A= Í x° x? x° +—xdx + x° x? x° +—xdx 
%8 0 
0 £ 
5 177 + م‎ 
5 8 8 8 
аш ЕЕ a] 
(|32 24 8 32 24 8] 
EN Rm MEET 
32 24 8 32 24 8 
NLIS BOE 
.|3| (96 
1 5 37 
رتا بات ځا سات‎ 
د‎ 96 6 
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Volume : لحجم‎ ١ 


لايجاد حجم الجسم التولد عن دوران منحنى f(x)‏ حول محور x‏ او y‏ نتبع إحدى طريقتين: 


Volume by disks طريقة القرص الدائرى‎ -1 


-Í‏ حجم الجسم المتولد عن دوران منحنى f(x)‏ حول محور Š X‏ الفترة [a,b]‏ هو: 
b‏ 
v5 x (f(x))*dx‏ 


ب- حجم الجسم امتولد عن دوران امنطقة امحصورة بين منحنى f(x)‏ ومنحنى h(x)‏ حول محور à X‏ 
الفترة [a,b]‏ هو 
b‏ 
v= z|( Gə)2 = (hGO2) dx‏ 


مثال: 


جد حجم الجسم المتولد عن دوران f(x) = Зх‏ حول محور X‏ دورة كاملة Š‏ الفترة [0,2] 


< 


2 

= x | (3х) ах 
0 
2 

= x [9x^dx 
0 


- rax? |. 


= Tt [24 - 0] = 2410 u.v 
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مثال: 


جد حجم الجسم المتولد عن دوران f(x) = sinx‏ حول محور X‏ دورة كاملة Š‏ الفترة T]‏ ,0( 


الحل: 


من الشكل نرى أن حدود التکامل هي 0,7 


ا 
у= r (1-cos2x)dx‏ 
2 


= = З БУ 
2 2 Ü 
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مثال : 


باستخدام الحج.وم الدورانية اثبت أن حجمم الاسطوانة الدائرية 
هو ا7- v‏ حيث r‏ نصف قطر القاعدة h‏ الارتفاع 


الحل: 
نعرف الاقتران Š y = r‏ الفترة [ط,0] كما في الشكل: 
h‏ 
x [r^dx‏ کر 
0 
xr [xh‏ = 
Лі? h‏ = 
مثال: 


جد حجم الجسم الناتج عن دوران المنطقة ا محصورة بين الاقترانين Һ(х)=х > f(x)-4x-x‏ حول 
محور X‏ دورة كاملة. 


الحل: 
لايجاد حدود التكامل نساوي الاقترانين ببعضهما 
4х -x = x‏ 


Зх - x= 0 
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E s (4x 5 9 - (x) dx 
0 
3 


- x [16x^ „вх? «x x dx 
0 


3 
- x [15x* - 8x! + x! dx 
0 


= 430; -3(3)' + gr EJ 


= -59.4 Л 
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لكن الحجم لا يمكن أن يكون بالسالب لذلك نأخذ el‏ الطلقة وتحول السالب إلى موجب. 
v = 59.4 u.v‏ .` 
مثال : 


y حول محور‎ x=4 والمستقيم‎ X ومحور‎ y= Ух 


الحل: 


من خلال الرسم نلاحظ أن المنطقة المحصورة بين الاقترانين "رسد Š x=4‏ الربع الأول 


ولایجاد حدود التكامل نساوي الاقترانين 


y =4— y= +2 
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y=0, 


2 
]کو 
0 


لكن هنا نهمل الاشارة السالبة وذلك لان المنطقة محددة محور X‏ فتکون حدود y = 2 hl‏ 


((4)* - “تن‎ dy 


= ЯГ - ۷ dy 
0 


16у – 


y 
5 


= 25.6 T u.v 


Зу‏ الفترة 


مثال: 
جد حجم الجسم التولد عن دوران المنطقة ال محصورة بين الاقترانين y=sinx‏ ‹ وی = 


X حول محور‎ |o 3 


الحل: 


نرسم sl‏ الاقترانين لنحدد المنطقة التي ستدور حول محور × من خلال الرسم نرى أن المنطقة 


المحصورة تنقسم إلى منطقتین الأولى من 0= × إلى x=‏ — والثانية من x7‏ إلى 5 x=‏ 
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نجد كل حجم على حدة ثم نجمع الحجمين في النهاية. 


z 
4 

v= nÍ cos 2xdx 
0 


sin 2х |4 
= л 
2 0 


= په‎ sin —sinO = 
2 2 


N |a 
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= x|- cos2xdx = — [sin 2x ]2 
: 2 4 
4 


Tt TT 
.. V=—+—= Ç uv 
2 2 


Volume by cylindrical shells طريقة القشرة الاسطوانية:‎ -2 


الحجم التولد عن دوران ا منطقة ا محصورة بين منحني f(x)‏ ومحور Х‏ حول محور Š y‏ الفترة 
[a,b]‏ هو: 


b 
У = 2| f(x)dx 


a 


مثال: 


جد حجم الجسم المتولد عن دوران المنطقة ا محصورة بين منحنى f(x)-2x-x‏ ومحور ٭ حول 


نساوي الاقتران بالصفر لايجاد حدود التكامل 
2x- x!20‏ 
x(2 - x) = 0‏ >= 


— x = 0,2 
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= 27 


2 
x +y 


, 227 3 


3 4 


مثال: 


جد الحجم التولد عن دوران المنطقة المحدود بالاقتران =r?‏ 
حول محور x‏ بطريقة القشرة الاسطوانية. 


الحل: 


تمثل المعادلة = x° «y^‏ دائرة مركزها )0,0( ونصف قطرها Š LS (r)‏ الشكل. 
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i sb‏ نصف الدائرة مع محور y‏ ودورانها حول محور X‏ يشكل كرة نصف قطرها 
(г)‏ ويكون حجمها متساوي Š‏ الربع الأول والثاني (أي ا хага‏ والسالب) لذلك نأخذ ربع الدائرة ونجد 
حجمها ونضربه Š‏ )2( ليكون الحجم المطلوب ويكون الاقتران بدلالة y‏ هو х= үг? —y^‏ 


۷ Qe yr? -y? ay 
0 
= PAS — y! Фу 
0 


نفرض 


7 < ۲ -y ج‎ = у= کي‎ 
у= پل‎ 
Е 
у=г 1 
E 27 | z? عه‎ 
y-0 
3 m: 
2 
= - 27 — 
212 
snl 0201 
— ج ال‎ 2 
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اذا دارت منطقة محصورة بين منحيي h(x) , f(x)‏ حول محور y‏ فإن حجم الجسم امتولد عن الدوران 
b‏ 


yz 2| x[f (x) - h(x)]ax 


a 


مثال : 


X42 


у-х +2,y= х= 0, -< 1 


حول محور Y‏ 


1 
v = 27| х o; - yy dx 
0 
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Length of a plane Curve القوس)‎ Job) طول ال منحنى المستوي‎ 


إذا كان منحنى у = f(x)‏ ممثلاً بالشكل التالي واردنا إيجاد طول المنحنى من النقطة (x,, yi)‏ الى 
النقطة (x, , y)‏ فان : 


(xy) 


1- طول ا منحنی اذا کان الاقتران بدلالة x‏ 


هو: 
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2- إذا کان الاقتران بدلالة y‏ فإن 


ol -3‏ اذا كانت كل من y, x‏ بدلالة t‏ فان 


مثال : 


3 
جد طول منحنى X?‏ = (۶0 من 0 -غ إلى 1= ۶ 


الحل: 


نجد أولاً 
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JG -»* 


7-3 من 0 = إلى‎ x 
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3 


مثال : 


جد طول منحنى 


الحل: 


(у-3р‏ لے 
3 |2 
lo‏ 2 
Ы 116-3) - (9): |‏ 


]3/5 - 6 مد 


- 26 - J3 

: مثال‎ 
t-4 Jl t =1 من‎ y = cost , x = sint جد طول اطنحنی محدد بالمتغیرین‎ 

الحل: 

dx 

— = cost 

dt 

ду. 

— = -sinte 

dt 


نا ا ات 
dt dt‏ ۱ 

4 

zi cos? t + (—sin t)° dt 
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Area of asurface of revolution مساحة السطح الدوراني‎ 


إذا دار منحنى الاقتران حول إحدى ال محورين فان المساحة الجانبية لسطح الجسم التولد عن 
الدوران هي: 


أ- اذا دار حول محور x - axis‏ فان: 


ب- إذا دار حول محور y-axis‏ فان: 


ج- اذا كان المتغيران х,у‏ معطيان بدلالة t‏ فإن: 


حيث د z=‏ اذا كان الدوران حول محور y-axis‏ 
z=y‏ اذا كان الدوران حول محور x-axis‏ 
مثال : 


إذا دار منحنى 1 + y = f(x) = 3x‏ دورة كاملة حول محور x‏ من х-26Хх-0‏ فجد مساحة 


السطح الناتج لهذا الجسم. 
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dy 4 
dx 


А = 27 y4 (3)? +1 ax 


0 


2 
2n| (3х +1) 10 ах‏ 5 
0 
Зх? й‏ 
EI‏ : 
0 2 
u.a‏ 16/107 = 
مثال : 
جد المساحة الجانبية لسطح الكرة التي نصف قطرها r‏ 
الحل: 


الكرة تتولد من دوران نصف دائرة حول آحد محاور لنأخذ مركزها نقطة الأصل ومعادلتها + x‏ 


y تدور حول محور‎ y = r° 


نأخذ ربع الدائرة في الربع الأول ونجعلها تدور حول محور y‏ فتولد نصف كرة مساحتها الجانبية 


1 2 
A= 21| х E +1 dy 
o ۲ 


وبذلك تكون المساحة الجانبية لسطح الكرة ضعف هذه المساحة 
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гг у?‏ و 
n У‏ 
ау г? у?‏ 
dy y‏ 
dy у> — r°‏ 
r 2‏ 
A-4n|x +14‏ 
гу? y‏ | 


مثال : 


تتحرك النقطة Š (xy)‏ المستوى من الصفر محدثة وراءها اثراً على شكل منحنى فإذا دار هذا 
المنحنى حول محور y‏ بعد ثانيتين من بدى حركته فما هي المساحة الجانبية لسطح الجسم المتولد عن 
الدوران. 


у= t° -3 ¿ x = 21 إذا كانت‎ 


268 


2 2 
SA - 2| م‎ (2 
Ми dt 


dz 
z=4+4° — کے‎ - 8 > dt = — 
dt 


= 2 


2 
x[2t44 4t dt 
0 


t=0— 2=4,1=2 25 و‎ 0 
n 1 
5 و‎ 2 
سد‎ dx 
r з 720 
_ ۴| 2ے‎ 
213 
L 4 
"PM S E 
- 5 дэ أه-‎ 


2 
IE 


dz 
8t 
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تمارين 


1- جد المساحة المحصورة بين منحنى f(x)‏ ومحور X‏ والمستقيمان =a, x=b‏ × في كل من الاقترانات التالية: 


a) f(x) = x° x=-1,x=1 

b) f(x) = x° - 4x + 12 х-1,х-3 
TU 

c) f(x) = cosx کو وو‎ 


2- جد ا مساحة ا محصورة بين منحنى Y‏ ومحور x‏ لكل مما يلي: 
a) у=х?-9‏ 
b) y+x =1‏ 
с) y=x -5x+6‏ 

3- جد المساحة ال محصورة بين منحنى f(x)‏ ومحور ر فيما يلي: 
ومحور a) x-y-2=0 X‏ 


b) х-4у-у 


с)у-хү4-х" у-0,у-1 


4- جد مساحة المنطقة ال محددة بالمنحنيات التالية: 


) = si 0 0, 0 mE 
a) y-sinx x € | r] y 2 
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b) у-1-х , узх-1 


1 ٢ ےہ ہک‎ 5x2 


1 
d 


5- جد حجم الجسم المتولد عن دوران المنطقة ال محددة بالمنحنيات التالية حول المحور ال مطلوب: 


c) х-у ,y-x«2 y -axis 


1 
d) у X20,yz-z1,yz-3 y -axis 
X 


6- جد حجم الجسم ا متولد عن دوران المنطقة ا محصورة بمنحنيي y =x", y-4‏ حول المستقيم 4 = X‏ 


7- استخدم القشرة الاسطوانية في إيجاد الحجوم المحددة بمنحنيات الاقترانات التالیة حول المحور المطلوب: 


y= Vx ,x=4 ‚у= 0 y -axis 
b)y-x ,у-8х y -axis 
cy =x,y=3,x=0 x —axis 
4)/2у-х,у-4,х-1 x -axis 


8- باستخدام الحجوم الدورانية أثبت أن حجم المخروط الداثري القائم الذي نصف قطر 433648 г‏ 


۷ = 


T و‎ Ё 
зоо وارتفاعه ط هو‎ 
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2 2 
X‏ 
9- جد الحجم المتولد عن دوران المنحنى а‏ حول محور X‏ 
3 
abc -10‏ مثلث إحداثيات رؤوسه هي (1,2)ء , a(9,0) , b(4,5)‏ تحدد أضلاعه الثلاثة المنطقة А‏ جد حجم 
الس ے سم اتود عن دوران هم ذه Á Alu‏ حول 


X محور‎ 


11- احسب طول المنحنى لکل من الاقترانات التالیة: 


a) x° + 48 = 24xy x=2,x=4 
1 

b)x = — (y+2) y=l,y=7 
3 

с)х= 0, у= 0 = 0 ,t=4 


dx =r cost ,у=гѕіпі t € [0,7] 


ا محور ال مطلوب 


a) y = 16 ,x€ [0,12] x —axis 
b) у- zk + 2р , x € [0,3] x —axis 


с) у= х? у -ахіѕ between (0,0) , (2,4) 


+1 
d) у= 2 » X € [0,1] y -axis 


#2 
13- المنحنى ال موصوف بالنقطة (ху)‏ حيث 1+1 = y = 2 +t ¿x‏ من t=0‏ الى t-4‏ يدور حول y -axis‏ < 


جد المساحة الجانبية للسطح الدوراني الناتج. 


14- جد المساحة الجانبية للسطح الدوراني الناتج عن xt ۰۲ =  ىنحنملا obs»‏ حيث 1 <t S‏ 0 حول 


x -axis 
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5- جد المساحة الجانبية للاسطوانة الدائرية التي نصف قطر قاعدتها r‏ وارتفاعها h‏ 


2 2 
x 


16 
الجسم. 


273 


274 


1-2-6 =0 
2-3Х-9 
3-2Х-1-3Х-5 


2-3» -9  - 5-3 
3-2Х-1-3Х-5 
—3x-2-2-1-5 


х= —6 


ملحق 
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حل المعادلات: يقصد بحل امعادلة ايجاد قيم x‏ التي تحقق المعادلة. 


1- حل المعادلة الخطية: linear equation‏ 
الملعادلة الخطية على الصورة ax+b=0‏ 

—b 1‏ 
ويكون حلها د وو 


مثال: 
جد حل УЫ‏ التالية: 


2- حل المعادلة التربيعية: quadratic equation‏ 

الصورة العامة للمعادلة هي 0 = ax°+bx +c‏ 

ويكون حل هذه ال معادلة بعدة طرق منها الأقواس» والفرق بين مربعين واكمال اطربع. والقانون العام. 
وسنستخدم القانون العام في الحل حيث 


| —b+b – 4ас 


x= 
2a 
بالمميز.‎ (A = b^ —4ac) وتسمى القيمة تحت الجذر‎ 
: وهناك ثلاثة حالات لحل هذه المعادلة‎ 
حلین للمعادلة:‎ 
1-۸ < 0 ج‎ 
.rb-vb'-4ac | —b-*wb^—4ac 
! 24 E 2a 
يوجد حل وحيد للمعادلة‎ 
2-۸ - 0 
-b 
х= سب‎ 
23 
لا يوجد حل حقيقي للمعادلة‎ 
3-۸ > 0 


مثال: 
جد حل كل من العادلات التالية: 
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1-х? -5х-6=0 
2-х? –4х+4=0 
3-х? - 28+5 =0 
4-2 - 25 =0 


1-۸ = )-5( - )4(0()-6(- 25 24 = 49» 0 


یوجد حلین للمعادلة 
.5-7 449-)5( 
2 2 
E‏ 5-7 49 +)5(-_ 
2 2 ^ 
2-А-1(-4)-14(1(4)-16-16-0‏ 


X,- = 1 


حل وحيد للمعادلة 


3-A=(-2) -)4()1()5( > 4- 20- -16 > 0 


٭. لا يوجد حل حقيقي للمعادلة. 
(oJ - (afa(- 25(-100 > 0‏ = 4-۸ 
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حل نظام من المعادلات: :System of equations‏ 

1- حل نظام معادلتين بمجهولين: نستخدم إما طريقة الحذف أو التعويض. 
مثال: 

جد حل النظام التالي من المعادلات 


212-37-3 
х+у=6‏ 
الحل: نجمع المعادلتين ( طريقة الحذف) 
212-37-3 
х+у=6‏ 
Зх = 9‏ 
х= 3‏ 
نعوض Š‏ احدى المعادلتين ولتكن )2( : 
6 < ۷ + 
6= ]+3 
у= 3‏ = 
2- حل نظام ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهيل: 
مثال: 
جد حل النظام التالي من المعادلات: 
)1( 1:8 -_ روہ 
2x+y-Zz-=1.................. (2)‏ 
ЭХЕ Өн (3)‏ 
الحل: نستخدم ,48 التعويض: من امعادلة )1( 
y=6—x-z‏ 
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(2) نعوضها في المعادلة‎ 
2х-16-х-2)-2-1 
= x —2z = —5 
= х= 22-5 

نعوضها في المعادلة )3( 
9= 22+ )3(22—5 


82 = 24 

=Z = 3 
x-(213)-5-6-5--1 

у=6-1-3= 2 
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بعض قوانين ال مساحة والجسم 


1- مساحة متوازي الاضلاع- القاعدة في الارتفاع A = ah.‏ 
2- مساحة المثلث- 1 (القاعدة) (الارتفاع) A = ah.‏ 


3- مساحة شبه المنحرف- И‏ (مجموع القاعدتين) (الارتفاع) А = (a+b)h.‏ 


4- مساحة الدائرة- 7 (نصف القطر تربیع) А = лг”‏ 

5- حجم الاسطوانة- (مساحة القاعدة) (الارتفاع) v = дг?һ.‏ 

6- حجم المخروط= .0 (مساحة القاعدة) (الارتفاع) у= ٣٧‏ 
.4 و 4 

نے یں وم (نصف القطر تکعیب) 0+02 


8- حجم متوازي ا مستطيلات- (الطول) (العرض) (الارتفاع) v = abh‏ 


9- ا مساحة الجانبية للاسطوانه: 10 = s‏ 
0- المساحة الجانبية للمخروط: (الطول الجانبي 1) 1 = s‏ 
1- مساحة سطح الكرة 47 s=‏ 
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قائمة الرموز وا مصطلحات 


المعنى بالعربية 


اللعنی بالانجليزية 


Real numbers R‏ | الاعداد الحقيقية 
rational numbers r‏ | الاعداد النسبية 
Integer numbers 2‏ | الاعداد الصحيحة 
Complex numbers 6‏ | الاعداد 45,Ц‏ 
Natural numbers N‏ | الاعداد الطبيعية 
Interval I‏ | فترة 
distance 8‏ | مسافة 
function f‏ إقترا ان 
Belongs €‏ تنتمي 
After o‏ | بعد 
Inverse function f'‏ | الاقتران ا ملعكوس 
Absolute value | |‏ | القيمة المطلقة 
Integer x [x]‏ صحيح X‏ 
Logarithm Log‏ | لوغا رتم 
Natural Logarithm Ln‏ | اللوغارتم الطبيعي 
sin sin‏ | جيب 
cosin Cos‏ | جيب تمام 
Jb | tangent tan‏ 
cotangent cot‏ | ظل هام 
secant sec‏ 


281 


الرمز المعنى بالانجليزية المعنى بالعربية 
cosecant csc‏ قاطع تمام 
Limit Lim‏ | النهاية 

epselon ٤‏ | إبسلون 

delta 8‏ | دلتا 

for all V‏ | لكل 

there exit 3‏ | يوجد 
Rate of change Ay‏ | متوسط التغير 
Ax‏ 

Slop M‏ | ميل 

derivative ۹‏ | مشتقة 

velocity ۲‏ | سرعة 

acceleration a‏ تسارع 

time t‏ | زمن 

Integral Í‏ | تكامل 

Area A‏ | مساحة 
Anti derivative F(x)‏ | الاقتران اممکامل 

Volume ۷‏ الحجم 

Length of curve L‏ | طول المنحنى 
Unit aria u.a‏ | وحدة المساحة 
Unit volume u.v‏ | وحدة حجم 
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